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HAUPTAUFSÄTZE 


Laminare ÄAusbreitungsvorgänge in der zähen Flüssigkeit '. 
Von Wilhelm Müller ın Prag. 


1. Die Grundgleichungen. Bekanntlich lassen sich die Differentialeleiehungen für die 
instationäre Bewegung einer zähen Flüssigkeit besonders dann vollständie und ohne Vernach- 
lässigung Integrieren, wenn die Geschwindigkeits- und Druckverteilungen außer von der Zeit 
nur von einer Ortskoordinate abhängig sind’). Unter den möglichen eindimensionalen Be- 
wegungen dieser Art werden wir insbesondere drei Typen näher betrachten: die geradlinige 
bzw. in konzentrischen Kreisen verlaufende, ebene und die geradlinige rotationssvmmetrische 
Strömung. 

Wenn wır neben der Geschwindigkeit » noch die Rotationsgeschwindigekeit oder Wirbel- 
stärke der Flüssigkeit 

w=-— 


) 


sowie die kinematische Zähigkeit » einführen, so haben wir im ersten Fall das Gleiehungssvstem 


Benutzen wir Polarkoordinaten (r,g), so geht die auf die zirkulare Koordinate g bezogene 


(Gleichung für = mit und über in 
or? rör v of 
während die daraus dureh Rotoroperation zu gewinnende Gleichung für w, mw, 
2r 
die Form erhält: 
10%w 
a). 
roör | | 


I, Vgl. auch den kurzen Bericht des Verfassers in den Verhandlungen des Intern. Mathemätiker-Kongresses 
Aurich 1932, Bd. II, S. 316. 
2), Vgl. Wilh. Müller: Einführung in die Theorie der zähen Flüssigkeiten, Leipzig 1937. 
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Liegt dagegen der Fall einer linearen, achsensvmmetrischen Strömung vor, so hat man für 
die Geschwindiekeit » in der axialen Richtung und für die Stärke des Rinewirbels w= Wa 


> x. folgende, außer von der Zeit nur von der radialen Zylinderkoordinate r abhängigen 
= 07 
Gleichungen 
Ä 1ov 19 Im I om 
or” ror vof v Oft 


Die beiden letzten Fälle zeigen eine bemerkenswerte Reziprozität zwischen den Gleiehungs- 


formen für = und ww, aus der sich die Möglichkeit ergibt, die entsprechenden Lösungen für 


den einen Fall aus denen des anderen zu konstruieren. Eine besondere Erleiehterung für die 
Auflösunze aller sechs Gleichungen (I) bis (III) bietet der Umstand, daß sie linear sind. also das 
Superpositionsprinzip Gültigkeit hat, vorausgesetzt, daß bei der Zusammensetzung die Linearität., 
Kreis- bzw. Achsensymmetrie gewahrt bleibt. Wir werden einige bemerkenswerte Beispiele 
für die drei Strömungsarten angeben, die sich aus bestimmten, zur Zeit #0 gültigen Wirbel- 
verteilungen herleiten lassen und insbesondere über die zeitliche Veränderung bzw. Aus: 
breitung von Wirbelschiehten und kielwasserartigen Unstetigkeiten infolge der Zähigkeit 
des flüssigen Mediums Aufschluß geben‘). Die Ausführungen bieten eine Ergänzung zu 
den von der Prandtlschen Schule vor einiger Zeit unternommenen Ansätzen für turbulente 
Ausbreitunesbeweeuneen®), die bekanntlich nicht mehr mit den Stokes-Navierschen 
Gleichungen im Einklang stehen, sondern aus anderen physikalischen Voraussetzungen ge- 
wonnen werden. Sie dürften auch insofern von besonderen Interesse sein. als sie mannigfache 
Analogien zu anderen Gebieten der Physik (z. B. zur Wärmeleitungstheorie) enthalten und 
wohl auch eine Anwendung zulassen auf «die strengere Behandlung des Grenzschichtproblems 
für schwach reibende Flüssiekeiten, dessen Verwandtschaft mit der Wärmeleitune neuerdines 


mehrfach hervoreehoben und benutzt worden ıst’\). 


2. Auflösung eines idealen ebenen Kielwassers bzw. eines aus einem Schlitz austretenden 
freien Flüssigkeitsstrahles. Aus Gründen der Anschaulichkeit scheint es zunächst zweckmäßig, 
von der Gl. (Il a) auszugehen, weil sie als einfachste Lösung das aus der Wärmeleitunestheorie 
bekannte Integral 


e 
Sırvf 


liefert, das die von einem in #0 gelegenen elementaren Stabwirbel ausgehende Bewerune 
darstellt und daher zum Aufbau aller von Wirbeln erzeugten ebenen Strömungen verwendet 
werden kann. Für die entsprechende, mit der Zeit veränderliche Gescehwindiekeitsverteilung 
erhält man daraus den Ausdruck 


aus dem man erkennt, daß Z" die Zirkulation oder das auf die gesamte Ebene sich ausbreitende. 
seinem Betraee nach unveränderhiehe Wirbelmoment bedeutet. Indem wır ın bezue auf die 
ausführliche Diskussion der Ausdrücke 1. und 2. und die zeiehnerische Darstellung des Be- 
weeunesverlaufs auf die anzeeführten Arbeiten des Verfassers®) verweisen, möchten wir hier 
nur als Hanptergebnis anführen, daß die anfänglich unendlich große Geschwindigkeit Im 
Mittelpunkt augenblicklich auf den Wert Null herabsinkt, also hier in Übereinstimmung mit 
der Beobachtung ein Ruhepunkt entsteht, daß sich ferner der Kreis, auf dem die Geschwindigkeit 
einen Größtwert hat. mit konstanter Flächengeschwindigkeit erweitert, während das Maximunı 
selbst um so kleiner wird, je weiter der Punkt vom Zentium entfernt liegt. 


Unsere gerenwärtiee Aufeabe besteht nun darin. zusammengesetzte Integrale zu gewinnen. 
insbesondere die Fälle emer unendlich ausgedehnten ebenen und einer kreiszylindrischen 
); Kine wesentlich andere Auffassung im Sinne der Grenzsehiehttheorie wird entwiekelt in der Arbeit von 
Schliehtinge: Laminare Strahlausbreitung, Z.f.a. M. u. M., 19553 (H. 4), S. 260 bis 269. 
Die entsprechenden Meßresultäate sind mitgeteilt in: Ergebnisse der A®rodynamischen Versuchsanstalt 
Gö ven, herauseer. von L. Prandtl]l, II Lieferung, Minchen 1923, S. #9 bis 77: unter den theoretischen Unter 
sind zu nennen: W. Tollmien: Berechnung turbulenter Aasbreitungsvorgänge, Z. f. ange. Math. u. Mech.: 
Bd. 6 € 9265), 8. 468 bis 478: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 4 1. Teil (herausgeg. von L. Schiller), 
Leipziger 1031, S. 300 bis 325, Vel. auch P. Ruden: Turbulente Ausbreitungsvorgänge im Freistrahl, Die Naturwissen 
sel 33, Heft 21123, S. 375 bis 378, 
Verl. R. v. Mises: Bemerkungen zur Hydrodynamik, Z. f. a. M. u. M., Bd. 7 (1927), S. 425 bis 431. 

6, Wilh. Müller: Zum Problem der Wirbelbewegeung in der zähben Flüssigkeit, Festschrift der 125-Jahrfeier 
der Deutschen Technischs Hochschule Prag, H.D.1. Mitteilungen des Hauptver. d. Ing. in der Tschechosl. Rep., 
lahrg. 1931, Heft 21 bis 22, Brunn 1981: Einführung in die Theorie der zähen Flüssigkeiten, Leipzig 1982, S. 104 bis 12v. 
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Wirbelschieht zu behandeln. Wenn wir die Diehte der ebenen Schicht mit y bezeichnen, so 
»reibt sieh für w das Integral 


oder nach Ausführung der Integration 


y* 
während die Geschwindigkeit unmittelbar durch das Fehlerintegral 
’ y 


Jarzestellt wird. 

legen wir weiter zwei parallele, absolut gleiche und entgegengesetzt drehende Wirbel- 
sehiehten zugrunde, die den Abstand 2a haben, und lassen wir die »-Achse mit der Mittel- 
parallelen zwischen den Schichtspuren zusammenfallen, so wird die Wirbelstärke in einem 
beliebigen Feldpunkt 


(y— a)? (y-+a)?] y?-+a? 
avi avi 
und die Geschwindigkeit vr, 


Man sieht dann ohne weiteres, daß die Geschwindiekeitsverteilunge zur Zeit 7 0 unstetie ist. 


Während nämlich in allen Punkten außerhalb des Kielwasserstreifens (F > a?) die Flüssigkeit 
anfangs in Ruhe ist addieren sich im Innern des Streifens weren 


F.(2)= — F.l— 2) 
die von beiden Schichten herrührenden Geschwindigkeiten, so daß hier #»=y konst zu setzen 


ist. In der Wirbelschicht selbst herrscht dagegen der mittlere Geschwindigkeitswert r = |, 


+ + 
Abb. 1 


Wir haben in der Abb. 2 die weitere mit wachsender Zeit sich einstellende Geschwindigkeits- 
verteilung zeiehnerisch dargestellt und dabei die dimensionslosen Größen 


A 


zuerunde geleet, mit deren Einführung der Ausdruck für » in 


WAR 
r 


übereeht. Man sieht. daß die Gesehwindiekeit im Kıielwasser zunächst ın der Nähe der 
(‚renzen oder der Unstetiekeitsstellen abfällt, während sie sich in der Mitte ın der Umgebung 
des Maximums länger hält. Gleichzeitig breitet sich die Bewegung auf das Gebiet außerhalb 
des Streifens aus, und man kann leicht nachweisen, daß an jeder Stelle | y| > a zunächst ein 
Anstier bis zu einem größten Wert, und dann ein Abfall der Geschwindigkeit bis auf den 


| | 
| 
u | 
F 
\ 
I | | | | | 
g 
-7 — 2 J 
p 
Abb. 2 
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Wert Null eintritt. Das Maximum entspricht, wie man durch Ableitung sofort feststellt, der 
(Gleichung 


7 ya 
z( 
x 
woraus 
N) 


sieh ergibt. Das aus (7) zu berechnende 2 bezieht sich gleichzeitig auf diejenigen Stellen, 
für die die Wirbelstärke mw einen größten Wert erreicht. 

Die dureh (5) und (6) dargestellte Bewegunze wird nun angenähert dadurch realisiert. 
daß ein Flüssigkeitsstrahl aus einem genügend langen Schlitz in eine gleiche ruhende Flüssigkeit 
eintritt oder daß ein zylindrischer Körper, etwa eine ebene Platte oder ein Kreiszylinder 
senkreeht zu den Erzeugenden dureh eine Flüssigkeit sich bewegt. Im ersten Fall haben wir, | 
wie die analoren Messuneen für den turbulenten Fall ergeben, an der Eintrittsstelle des 
Strahles eine Unstetiekeit der Geschwindiekeit, die nahezu den Charakter hat, wie er unseren 
Formeln für #0 entspricht. In größeren Abständen von dem Eintritt wird der Strahl bereits 
die angrenzende Flüssigkeit mit in Bewegung gesetzt haben durch Vermittlung der Reibung, 
die gleiehzeitir auf die Energie des Strahles eine Bremswirkung ausübt und schließlich die 
canze Bewegung mehr und mehr aufzehrt. Man sieht also, daß die theoretisch gefundenen 
Bewegungszustände in den verschiedenen Zeitpunkten etwa den Zuständen in wachsenden 
Abständen von der Eintrittsstelle des Strahles entsprechen. 

Wenn a gegen Null, y gegen & geht, während gleichzeitig die anfänglich durch den 
Schlitz gehende Menge 2a-y=g endlich bleibt, so erhalten wir aus (5) und (6) die Formeln 
für den Fall des ebenen „Flachstrahles“ 


( 


S| 2Vnvt 


3. Auflösung einer kreiszylindrischen Wirbelschicht. Etwas größere mathematische Schwierig- | 
keiten bietet der Fall einer ebenen Kreisströmung, die erzeugt wird von einer für =0 auf 
einem Kreiszylinder gleichmäßig ausgebreiteten Wirbelschicht, d. h. einer kontinuierlichen Folge 
von Wirbelfäden, die in die Erzeugenden des Zylinders fallen. Ich werde bei der Besprechung 
dieses Falles Gelegenheit nehmen, die in den angeführten Arbeiten gegebenen Entwicklungen 
mathematisch wesentlich zu vervollständigen und auch für verwandte Bewegungsfälle die 
reehnerischen Grundlagen zu schaffen. 

Wenn man «den Ausdruck (1) für den Elementarwirbel benutzt und die Wirbeldiehte pro 
Längeneinheit y nennt, so erhält man zunächst »#= ın der unmittelbar verständlichen Form 


[r? IJracos(y | 


oder mit y 


7 
re + ra cos) 
/ 
{ Savt \ 
x 
Benutzt man die bekannte Integraldarstellunge für die 
Besselsche Funktion nullter Ordnung mit rein imagl- 
närem Argument‘) 


so ereibt sich daraus der Ausdruck 


(S). 


Vel.etwa A. Grava.Gı.B. Mathews: A Treatise on Bessel Funetions, London 1922, S. 68. 
Dieser Ausdruck findet sieh, wie jeh nachträglich bemerkt habe, schon bei Lord Rayleigh: Problems on 
the eo dnetior Er al. \ol 22 1911, 7 Sejentif. Papers \] (1920), 64. 


y? 
| 
| 
4 
va 
1 


angew., 
Mech. 


der 


ellen., 


siert, 
gkeit 
inder 
ı wir, 
des 
seren 
reits 
bung, 
ı die 
lenen 
nden 


den 
meln 


lerig- 
auf 
Kolge 
hung 
ıngen 
» die 


pro 
rm 


" die 
magıl- 


(S). 


on 


Band 13, Heft 6 


Nezember 1983 Müller, Laminare Ausbreitungsvorgänge in der zähen Flüssigkeit 399 


\lan kann dann leieht mit Hilfe der asymptotischen Darstellung von 7, für große Argumente (t>0) 


e 
lım 
--TZ 


yeiren, daß w für #>V0 in allen Punkten r Z.a verschwindet und das auf die ganze Ebene 
»rstreckte Wirbelmoment 


In\wrdr 


ler anfänglichen Zirkulation 2 a:-y gleich ist. Für die Geschwindigkeit erhalten wir zunächst 
‚Jen Integralausdruck 


r?+a? 
vd ra 


len wir noch weiter umformen werden. Beide Ausdrücke (S) und (9) lassen sich auch der 
lleemeinen Form der Lösungen der Gl. (ID) und (Ila) unterordnen und mit dem bekannten 
Bessel-Fourierschen Theorem in Verbindung bringen. Setzt man nämlich 


so genügen die Funktionen z(r) und g(r) den Differentialgleichungen für die Besselschen 
Funktionen nullter und erster Ordnung. Als allgemeine Summenform für w und » ergeben 
sich dann die Ausdrücke 


wenn man verlangt, daß beide Funktionen für r>» verschwinden sollen. Ebenso wie aus 
der Fourierschen Reihe lassen sich auch aus diesen Besselsechen Reihen Interralausdrücke 
zewinnen, die dann einer vorgeschriebenen Anfangsverteilung angepaßt werden können. So 
hat man z. B. für » die allgemeine Darstellung 


ro 


1; 
Wenn die Funktion Fo) im Gebiet r, >o>r, stetig oder stückweise stetig ist, endliche Un- 
tetigkeiten und nur eine endliche Anzahl von Extremwerten besitzt, so wird für t>0 


für nr, >r>r, 


fürn,or<e, 


+9 Mr=r; % Rrr=r,. 


\liıt Hilfe dieses Satzes”) gelingt es sofort, in unserem Falle die Darstellung von » zu gewinnen. 


Da nämlich der idealen Wirbelschieht auf dem Kreise die Geschwindigekeitsverteilung 
ya Ir » r . 
v= Flo) =° für o>a. d.h. außerhalb des Kreises, und #—=0 für » <a, d.h. im Innern des 
C 


Kreises, entspricht, so hat man r,=a und 7,» zu setzen und gewinnt dann die Darstellung 


FT. 


"=ayl\di\ie : 222220202. (9a). 
[71 


Wenn wir die Integration nach o ausführen mit Hilfe der Formel 


und berücksichtigen, daß .J, für unendlich große Argumente verschwindet, so reduziert sich 
das Integral auf 


9) Vgl. Graya. Mathews: A.a.0.S8. 97. 


| 
| 
| 
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Benutzt man schließlich noch die Differentialbeziehung 
Jiır) \riJ,irdr 
und «die aus der Theorie der Besselschen Funktionen bekannte, zuerst von Sonine') an: 


rerebene alleemeine Formel 


_ 


ın der 
(2) in. 


gesetzt Ist, so geht 9b über in den oben auf synthetischem Wege abgeleiteten Ausdruck (9), 


dessen Gültiekeit daher bestätiet ist. 


4. Einführung der Reihenfunktionen /", und \',. Zur weiteren Umformung des Ausdrucks 
(9) eehen wir aus von den auch für andere Fälle brauchbaren Integralen 


Aa 2 
"o | 
m 3,4 do: I, do, 


die dureh Vertausehune von r und a ineinander überzeehen. Setzt man darin 


| 


und benutzt die bekannten Differentialformeln 


1 
ı \7 
.(z)] — Eu (2); d «d 2 
so erhält man «dureh partielle Integration z. BD. 
(dl 


also weren 7,0) für 1,0) =1 die Rekursionsformeln 


a" —, ar 
| A (in >O 
(12). 
| ar\ 1 
A, 
Is } | 0s 
benso wird 
ar 
(12a). 
| ar | 
RB 


Ist 0), so ereibt sich nach derselben Methode weren 


I.{2) | 
lımı —, 
die weitere Rekursionsforme] 
ar 
f 
Vel.Graya. Mathews: A,a.0. 8.69: N. Sonine: Math. Ann. Bd. XVI (1880). S. 53. 
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2a). 


Ih). 
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Durch Benutzung der Formeln (12a) und (12b) gewinnt man nun für die Geschwindigkeit (9) 
foleende beiden Ausdrücke 


ya ya yaı 
== . RB hi 4 ö | 


| 

| 

15). (13a), 


wenn man zur Abkürzung für die auftretenden Reihenfunktionen mit zwei Variablen die 
Bezeichnungen 


einführt Gleichzeitig resultiert die grundlegende Beziehung 


die erkennen läßt, daß auch die übrigen V-Funktionen dureh die 7-Funktionen darstellbar 
sind. Was diese Funktionen selbst anzeht, so ergibt sich zunächst, daß sie für alle end- 
lichen Werte von r einschließlich Null und #520 konvergieren. Denn wir haben für ganz- 


zahliee 


” 
also 
A n + 1 
r | 
limı hım | 
a\" Ivf | 
-In+; 
A | 


Die Formeln (12) und (12a) liefern übrigens eine einfache Integraldarstellung. Multipliziert 


man nämlich mit bzw. mit e ‚so kommt ohne weiteres 


Mt ro 
(1»»). 
7 2 
do 
r? 2 
al to 
(Ida). 
r 


11), Die Reihen haben ein ähnliches Bildingsgese'tz wie die von Lomımel in seinen klassischen Arbeiten zur 
Beugungstheorie benutzten Reihen: vgl. Abhandlungen der Kgl. hayr. Akad. der Wiss., Bd. XV (886), S. 299 bis 398, 529 
bis 664. Eine ausführliche Darstellung der Eigenschaften der Lommelschen Funktionen findet sieh in G. N. Watson. 
A Treatise on the theorie of Bessel Funetions, Cambr. 1922, 8. 5411. 


a? r? a? 
„ 
| | 
r2 za? r? 
r 
= 
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Setzen wir f als von Null verschieden voraus, so gewinnt man für verschwindende r folzende 
(renzwerte: 


Für unbegrenzt wachsendes r geht 7’, in den asymptotischen Wert der Funktion /, über, d.h. 
wir haben 


ara 

während V sich nach (14) für r>» wie die Funktion e'"* verhält. Ebenso geht für t>0, 

d.h. für endliehes r, aber unbegrenzt wachsende Argumente die Funktion U, in den asympto- 

tischen Wert von /, über. 


Schließlieh lassen sich die Reihen 7, und V, für r =a in endlieher Form summieren. 
\lan erhält ın diesem Fall’) 


| | a” 
_ 


Mit Hilfe dieser Grenzwerte läßt sich nun ohne weiteres bestätigen, daß der unter (13) 
voerebene (Geschwindigkeitsausdruck die geforderten erfüllt und für 


unendlieh große Werte von r verschwindet. Benutzen wir die Ausdrücke (13) und (13a). so 
ereibt sıch: 


a) fürt>0,r<a, d.h. für Punkte im Innern des anfangs mit Wirbeln belegten Kreises 


(a r)”- 
A ] 


b) für 7>0 und r > a, d.h. für Punkte außerhalb der Wirbelschicht 


(r —a)? n] 
vo ya 
lim » lim l—e | BE 
r >a 


e) für Punkte auf dem Kreise r=a wird dagzegen 


y a” 
lım » 
/ 


Weiter ergibt sich, daß für unbegrenzt wachsende Zeit wegen lim 7,=1 die Bewegung der 
"lüssiekeit verschwindet. 


5. Diiferentialrelationen und Diskussion der Geschwindigkeitsverteilung. Zur Erläuterung 
umd Diskussion der für #>0 sieh einstellenden Verteilung der Geschwindiekeit mögen noch 
einige heehnungen gezeben werden, die an die Differentialeigenschaften der Funktionen U, 


| va 
und VW, anknüpfen. Setzt man wieder 5 ‚ 2 und benutzt die Grundformeln 
n n 
( 
so ergibt sich einerseits 
n 
2 Y [ZZ 2 m) ZZ 
m m 


Vel. Graya. Matbews: aa. D.; 8. 
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‚ler. da sich die beiden letzten Reihen wegen — r de ge 
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wenn wir für die neu auftretende Reihe die Bezeichnung 


\ 


einführen. Ebenso erzeben sich mit der Bezeichnung 


V, m | 
lie beiden Formeln 
„ 1 2 n 2 Ad 1 
Führen wir statt z wieder r ein, so kommt 
(20): 


Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrücke für die Ableitungen erhalten wir daraus für die 
reihen U,und V,, die Beziehungen 


Un 1 "U, 

(21). 
V 
n 1 a n 


\lit Hilfe der mitgeteilten Formeln lassen sich jetzt die örtliche und zeitliche Ableitung der 


(eschwindigekeit berechnen. 


‘ 


a? +r? 


Man erhält z. B. mit Benutzung von (13a) bzw. (20) 


a?+r? 


Daraus ergibt sieh die Gleichung für die Stelle der größten Geschwindiekeit zu einer be- 
<timmten Zeit in der Form 


r r 
oder mit (14) 
r?+.a? 
T | 


Wenn z.B. a=0 ist, so erhält man für den Kreis größter Geschwindigkeit in der Umgebung 
eines sich ausbreitenden Wirbelfadens die Gleichung 


r? 


y“ 4 
+ ( 


zu 
ler 
| 
7 | 
PER: 
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woraus sieh dann unmittelbar das oben mitgeteilte Gesetz für die Änderung des Radius her- 
leitet. Man kann zeieen, daß die Gleichungen bzw. nur für r > a erfüllt werden können. Die 
Gesehwindiekeit steiet im Innern des Kreises !r  =a für #720 vom Werte Null in r=0 
stetie an und erreicht außerhalb des Kreises ein Maximum in einem Punkt, der um so weiter 
vom Zentrum entfernt liegt, je größer die Zeit wird, während das Maximum selbst mit 
wachsender Zeit abnimmt. 

Für die Bestimmune der zeitlichen Ableitune für eine gezebene Stelle r benutzen wir 
die Gl. (19). Man erhält zunächst 


\’/a\ [m I„(2) _|02 — \0d2 
oder 
\ 
017, ra _ | 
Of Ir ra lv 
ebenso 
- . (23a). 
| y | | ‚| 


Ks wird also z. B. 


„el U +r U]; 


und daher mit Benutzunz etwa des Ausdrucks (15a) 


vg 


Wir erhalten also als Bedineune für das Maximum 


rd 


ER 
(25). 
5,4) 


Da 7, für alle endlichen Argumente größer ist als /,, so erreicht die Geschwindigkeit nur im 
Gebiet r <a zu einer bestimmten Zeit ein Maximum. Der gesamte, vom Ort und der Zeit 
abhängige Geschwindirkeitsverlauf tritt in den Abb. 4 und 5 deutlich hervor. die mit Benutzune 


7 / N 
| 
7 
= 
VB 
ur 
Abb. 4. Abb. >. 
der dimensionslosen Größen —, 2 z und eezeiehnet sind, und daher für alle 


Zähiekeitswerte benutzt werden können. Bei verschiedenen Flüssiekeiten verhalten sich beı 
festeehaltenem «a «die einer bestimmten Geschwindigkeit entsprechenden Zeiten umgekehrt 
wie die Zähiekeitszahlen. Man sieht. daß sieh die für konstante Werte von r gezeichneten 
„-Kurven nur im Gebiet r < a durehsehneiden, während die Schnittpunkte der auf konstantes 
Verhältnis bezorenen Kurven im Gebiet 7 > 1. d.h. oberhalb der durch 4== 1 bestimmten 
dl 
Grenzkurve zeeleren sind. Die Geschwindiekeit steiet also in allen Punkten r <a zunächst 
vom Werte Null bis zu einem Maximum, das um so größer wird, je näher der Punkt dem 
Kreise lieet. um dann wieder auf Null zu sinken, d.h. sie erreicht denselben Wert zu zwei 
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-orschiedenen Zeiten. Dagegen findet in allen Punkten außerhalb der Wirbelschieht lediglich 
a 
“in Abfall der Geschwindigkeit von dem der Potentialströmung entsprechenden Wert y 


his auf den Wert Null statt. 


6. Einige mit Fall Il verwandte Fragestellungen. Mit Hilfe der vorgetragenen Methode 
“önnen eine Reihe anderer Strömungen konstruiert werden, insbesondere freie Bewegungen, 
‚lie allein dureh eine gewisse Anfangsverteilung der Wirbelstärke oder der Geschwindigkeit 
>harakterisiert sind. Wenn z. B. ein Zylinder gleichmäßig rotiert, so ist bekanntlich, wie sieh 
ofort aus dem stationären Integral der Gleichung ergibt, die entstehende Geschwindigkeits- 
verteilunge im Innern = or und im äußeren Gebiet Wenn nun der Zylinder 
plötzlich aus der Flüssiekeit herausgezogen wird, so findet ein Ausgleich der beiden zunächst 
setrennten Flüssiekeitsfelder und schließlich eine Aufzehrung der Bewerung dureh die Reibung 
statt. Um die entstehende instationäre Bewegung zu bestimmen, hat man in der Formel für 
im Intervall O<o<.a die Verteilungsfunktion und im Intervall a<o<x die 


- 


Funktion einzuführen. Der Gesamtwert von r setzt sieh dann aus zweı Teilen zusammen, 
‘) 


‚deren erster mit (13) übereinstimmt, wenn y = oa gesetzt wird und deren zweiter die Form hat 


Durch Anwendung der Gl. (11) entsteht daraus 
2 _| 


\o: e A do. 


Wendet man die Rekursionsformel (12) auf das Integral », an, so erhält man 


a? a?—+r? 
| 
a? 


A\ddiert man beide Geschwindiekeitswerte, so ergibt sich das zusammengesetzte Feld ın 
der Form 


r | | a 
Die weitere Berechnung kann in derselben Weise durchgeführt werden wie in dem Hauptfall. 
Größere mathematische Schwieriekeiten bereitet die Behandlung der „erzwungenen" Aus- 
breitungsvorgänge, z. B. die Bestimmung der Flüssigkeitsbewegung bei der plötzlich ein- 
setzenden gleichförmigen und der nach einem bestimmten Gesetz beschleunigten oder ver- 
zögerten Drehung eines Zylinders. Wir werden darauf in einer besonderen Arbeit zurück- 
kommen. 


7. Der achsensymmetrische Fall der linearen Strömung ( Ausbreitung eines kreiszylindrisehen 
"Lüssigkeitsstrahles, Fall IID. Wenn wir eine kontinuierliche Folge von gleiehstarken und 
sleiehdrehenden koaxialen Wirbeln haben, die insgesamt einen unendlich langen Kreiszylinder 
vom Radıus a zusammensetzen, so werden in der umgebenden Flüssigkeit Bewegungen in 
iehtung der Achse hervorgerufen. Ihrer Erzeugung nach unterscheidet sich diese Bewerung 
von der des Falles II dadureh, daß die Wirbellinien der kreiszylindrischen Wirbelsehicht die 
orthogonalen Trajektorien sind zu den achsenparallelen Wirbelfäden des vorigen Falles, die 
(Geschwindigkeits- und Wirbelfelder beider Strömungen reziprok aufeinander bezogen sind. 
(sehen wir von der einfacheren Gleichung für die Geschwindiekeit aus und setzen wir in 


Analogie mit dem Fall I für den Bewegungssinn eine konstante Geschwindigkeitsverteilung 


innerhalb des Zylinders voraus, während außerhalb des Zylinders Ruhe sein soll, so haben 


| 
| 
ca? r2 | 4 r2 r2 | 
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wir etwa die Verhältnisse vor uns, wie sie bei einem durch eine kreiszylindrische Düse aus- 
tretenden freien Strahl realisiert sind. Der Ausdruck für » ist nach Anleitung der Gl. (10) 
zu bilden, indem wir die Funktionen J, durch J, ersetzen. Wenn wir dann in (11) Fo)=r, 
setzen, so ergibt sich unmittelbar 


da 


Benutzt man die Formel 


[2J, ()dz=xJ, (x), 


so eeht der Ausdruck über ın 


Andrerseits kann man mit Hilfe der Sonineschen Formel die Integration nach / ausführen 
und erhält dann 


Marl 


Dieses Integral stimmt aber mit dem oben berechneten Integral der Gl. (9) überein, wenn 
man die Größen r umd a miteinander vertauscht. Führt man daher auch im Resultat diese 
Vertausehung aus oder ersetzt man die Reihe UV dureh V, so resultiert unmittelbar 


0 0 


ein Ausdruck, von dem man leicht nachweisen kann, daß er die geforderten Anfangs: 
bedingungen erfüllt. 
Für die Wirbelstärke ergibt sich nach (20) 
\ a?-+r? a2 -+-r?2 

20r 
Wenn man die asymptotische Darstellung von J für große Argumente (>V) benutzt, so er- 
kennt man, daß »e für ?>0 ın allen nicht auf dem Kreise r=a lierenden Punkten ver- 
schwindet. Die gesamte auf einen Schnitt z=- konst bezogene Wirbelmenge wird dagegen 


ar, = [ar 


Um diesen Ausdruck f>0 zu bestimmen, kann man .J, durch ./, ersetzen und dann die aus 
der Theorie der Besselschen Funktionen bekannte Formel 


r? 


\rdre 


benutzen. Wir erhalten damit aus dem Ausdruck für M 


M=2nav,. 
Es ergibt sıch also ın der Tat, daß zur Zeit ?>V0 die gesamte Wirbelmenge auf dem Zylinder- 
umfanz r=a konzentriert ist. 
Die weitere Diskussion kann nach Anleitung des vorigen Abschnittes durchgeführt 
werden. So erhält man z. B. für die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit den mit (24) über- 
einstimmenden Ausdruck 


I, —al,), 
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„ den sich dann auch dieselben Folgerungen knüpfen, wie sie oben besprochen wurden. Die 


fir die verschiedenen Zeitwerte [r= a? konstruierten Verteilungskurven, die in der Abb. % 
\ 
| 
E 
— 3 
Abb. 6%. | 
r 
hei Verwendung der dimensionslosen Größen 2 er dargestellt sind, haben einen 


ihnlichen Verlauf wie die entsprechenden Kurven des Falles I. Der in Göttingen durch 
\lessung festgestellte Verlauf der turbulenten Strahlausbreitung unterscheidet sich ın äln- 
licher Weise von dem vorliegenden laminaren Fall wie die Geschwindigkeitsprofile bei den 
ontspreehenden unter der Wirkung eines konstanten Druckabfalls zustande kommenden statio- 
nären Strömungsarten, etwa in einem Kreisrohr. Auch bei der Ausbreitung zeigt sich, daß 
die Profile der mittleren turbulenten Bewegung in der Nähe des Maximums zunächst flacher 
ausfallen als die laminaren Profile. 

Setzt man r,- ta? —=g und läßt a unbegrenzt abnehmen, so gehen (30) und (31) wegen 


Ua>o+—L*» über in die Ausdrücke 
da? r? 
( 


(v 


die dem geradlinigen „Fadenstrahl* entsprechen. 


Man kann nun die Behandlung des laminaren kreiszylindrischen Strahles dadurch ver- 
vollständigen, daß man auch das Haften an den Wänden des Rohres, das der Strahl verläßt, 
um in die Flüssigkeit einzutreten, berücksichtigt und eine dem Poiseuilleschen Gesetz ent- 
sprechende Anfangsverteilung zugrunde legt, d.h. für die Verteilungsfunktion Fo) den Ansatz 
macht 


Die Geschwindigkeit ergibt sich dann dieser Funktion entsprechend als Differenz zweier Aus- 
(lrücke, von denen der erste bereits bekannt ist. Der zweite davon zu subtrahierende Aus- 
ruck hat dann nach (10) und (11) die Form 


a o2 r2 


Die Umgestaltung des Integrals auf der rechten Seite geschieht in derselben Weise, wie oben 
zezeigt Ist. Man erhält dann dureh partielle Integration 


_@?+r? 92 +r2 | a? +r? 


Die beiden Integrale auf der rechten Seite sind aber in der bereits unter (12) angegebenen 
Form enthalten (n 0, bzw. n=1). Benutzt man daher die oben durchgeführte Auswertung, 
so ergibt sich unmittelbar 


a? +r? a? +r? 


. | 


| 
= 
(29) 
| 
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(>31). 
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Wir erhalten daher mıt Benutzung von (30) Iinszesanıt 


/ 4ı / - I, I, 
oder 
Mit Kinführung der oben unter (21) berechneten Reihe 7, kann man den Ausdruck schließlich | 
auf die Form bringen 
Y 


\lan stellt mit Hilfe der angegebenen Grenzwerte der benutzten Funktionen leicht fest, daß 
" den Anfangsbedingungen genügt. Da sich nämlieh 7, und 7, für #>0 wie die Exponential- 
a? r® 


funktion e verhalten. so wird ın der Tat 


(lt 
a 
haben wir dareren mit Benutzung 


daher voraussetzuneseemäß 
(U > 
Die Stärke des zu r vehörigzen Ringzwirbels wird dureh eine unmittelbar verständliche Rechnung 


wie folet gewonnen 


21 
Mit Benutzung der aus (19) resultierenden Beziehung IL, T,geht der Ausdruck über in 
a? 
pr 
Auf die graphische Darstellung der "-Kurven für konstante Werte von 7 ‚„ und % 
a a 


haben wir verziehtet. Die Diskussion, insbesondere die Bestimmune der Maxima der Ge- 
schhwindiekeit in einem Punkt r > a ist an Hand der gegebenen Formeln leieht durehzuführen. 

Mit dieser Zusammenstellung der einfachsten eindimensionalen Ausbreitunesfälle dürfte 
zunächst die Methode genügend klar hervorgetreten sein, mit deren Hilfe viele weitere 
und kompliziertere Fälle behandelt werden können. Für die Durchrechnung anderer Be- 
wegungsarten, die nicht nur dureh die Anfangsverteilung des Geschwindigkeits- bzw. Wirbel- 
[eldes, sondern aueh dureh besondere Randbedinzungen für die festen oder beweglichen 
Grenzen der Flüssiekeit gekennzeichnet sind, müßte erst eine gewisse Erweiterung vor- 
genommen werden, die den Gegenstand einer besonderen Arbeit bilden soll. Zu den Aus- 
breitungserscheinungen dieser Art gehört noch die Bewegung einer zähen unbegrenzten 
Flüssigkeit, in der sich ein Kreiszylinder mit einer veränderlichen Geschwindigkeit dreht 
oder ın axialer Riehtunz fortbewegt. Besonderes Interesse mathematischer Natur bietet 
der Ausbreitungsvorgang, der von einer plötzlich einsetzenden und konstant bleibenden 


Bewerune hervoreerufen wird. 


+ 
/ 
a? r2 | 
2 
r2 


ingew., 
Mech, 


(99). 


33a). 


daß 
ntial- 


er ım 


(1e- 
Iren. 
irfte 

Be- 
bel- 
-hen 

vor- 
Aus: 
zten 
reht 


d 13. Heft 6 


zember 1959 


Mediei. Beitrag zur thermodynamischen Berechnung der Schornsteine 409 


Beitrag zur thermodynamischen Berechnung der Schornsteine. 


Von Mario Mediei ın Padua. 


x wird ein reehnerisches Verfahren zur Ermittelung der Schornstemhöhe H und der Quer- 
» schnittllächen F,, (unten) und F, (oben) angegeben. welches die Bemessung des Schorn- 
‘eines mit „natürlichem Zuge* in enge Beziehung mit derjenigen der ihm angeschlossenen 
Verbrennungsapparate und Rauchgaskanäle bringt. Das abgeleitete Verfahren, das keinen 
;chraueh von empirischen Formeln macht, beruht auf gesunden Grundlagen «der Strömungs- 
ind Wärmelehre und gewährt dadureh einen viel besseren Einbliek in die eigentlichen Zug- 
»rhältnisse als die bekannten Verfahren. Dabei folgt die Schornsteinbemessune und die- 
»niee der Rauchgaswege aus den Bedingungen der besten Ausnutzung des eigenen natürlichen 
_Auftriebes* der Rauchgase. 

Der Schornstein und die ihm angeschlossenen Rauehgaskanäle (bzw. Rauchgaswege bei 
lem Kessel) müssen die Rauchgase einer gegebenen Brennstoffmenge, die im Verbrennungs- 
um (Kesselfeuerung, Schmelzofen usw., je nach der Art der Wärmeanlage) verbrannt wird, 
ıch bei den unzünstiesten Wetterzuständen des betreffenden Ortes, abzuführen vermögen. 

Der notwendige Zur kann natürlich, d. h. durch den Auftrieb der heißen Rauchgease 
erfolgen oder künstlich dureh eine angebrachte Saugzugzanlage bewirkt werden. Im ersten 
"all muß der Schornstein (Schornstein mit „natürlichem Zuge*) so bemessen werden, daß 
uch bei ungünstigem Wetter, d. h. bei dem nmiedrigstmöglichen Barometerstand des be- 
treffenden Ortes und bei großem Luftfeuchtigkeitsgehalt, die erwähnte Abführung der Raueh- 
oase ohne Schwierigkeit erfolgen kann. Gewöhnlich wird sogar der Fabriksehornstein so 
Jimensioniert, daß immer eine gewisse Zugreserve vorhanden ist. | 

Die Hauptabmessungen eines Sechornsteines sind: die Schornsteinhöhe // (m) und die 
Ouersehnittfläche am Fuße und F,(m’) an der Schornsteinmündung bzw. die ent- 
<preehenden Durehmesser D,(m) und D, (m). 

Dabei stehen die Höhe 7/7 und die Durchmesser D, und D, und das Verhältnis D. In 

u 
einem zewissen Zusammenhang, der aus der Erfüllung der Energiegleichung längs des Schorn- 
steines hervorgeht. 

Der erwähnte Zusammenhang ist aber mit der Vorstellung verknüpft, daß die Dimen- 
sionierung der angeschlossenen Rauchgaskanäle bzw. -wege bis zu dem Verbrennungsraunı 
‚urück in der Weise geschieht, daß die sich ergebende Querschnittsfolge eine ununterbrochene, 
oleichmäßige Konizität nach der Schornsteinmündung aufweist. Dabei ist ferner anzunehmen, 
daß die Regelung des Zugbedarfes nieht dureh einen gewöhnlichen Rauchgasschieber, sondern 
dureh einen vor der Feuerune eineebauten Schieber eeschieht. der die Luftzufuhr 
bezug auf diese Vorstellunze möchte ich auf einen sehr wichtigen Punkt gleich aufmerksam 
machen. 

ls wird in der Lateratur von mancher Seite ') behauptet, daß der Unterdruck am Schorn- 
<teinfuß am größten ist und daß er nach der Mündung wie nach der Feuerunge zu abnimmt. 
Dieser Höchstwert wird sogar als „Schornsteinzug” angegeben. 

Dabei verwechselt man eigentlich zwei, m. E. nach, ganz verschiedene Begriffe, nämlieh 
die Druckunterschiede zwischen Feuerraum und Schornsteineintrittsquerschnitt #, (die wir 
nit / AP bezeichnen wollen) mit dem Druckunterschiede zwischen irgendwelchen Punkten 
(les Schornsteineintrittsquerschnittes F, und den Außenluftdruek zu demselben Niveau, Den 
letzteenannten Druekunterschied wollen wir im folgenden mit / 


‘ 


bezeichnen. Im 
vemeinen weisen die beiden erwähnten mittleren Druckunterschiede nicht denselben Wert 
uf. Dabei spielt eine wichtige Rolle die übliche Vernachlässigung der ansehnlichen 
Verminderung des Außenluftdruekes mit zunehmender Hl öhe. Sie ist von einer 
Größenordnung von etwa mehr als I mm WS je m Schornsteinhöhe, was manchmal dem 
1.2: bis Zfachen des Zugbedarfes der Anlage entspricht. 

Sein Wert läßt sieh dureh folgende Gleichung: 


3.258053 


33000 (h) 


Pa.H Pıt.oll 
berechnen, die von der entsprechenden Formel’) des englischen „National Advisory Committee 
Aeronauties* abgeleitet worden ist. bezeichnet Par. den Luftdimek (in kg/m? oder 
nm WS ausgedrückt) in Höhe I über dem Meeresspiegel und Par... den Luftdruck in Höhe 
(les Meeresspiegels. 


1) Vel. un. a. D. Gühlke: „Der Fabriksehornstein“, Die Wärme, 30—7, 1932, Nr. 31. 
\Vel. Report, Nr. 376, London 1931. 
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Der mittlere Druckunterschied 1 P/7=Pa.r — (worin mit Par. r der Luftdruck bei 
der Regelklappe vor der Feuerung und mit P,„ der mittlere absolute Druck im Eintritts- 
quersehnitt des Sehornsteines bezeichnet wird) in mm WS oder ke/m? stellt den „Zue- 
bedarf“ vom Feuerraum bis zum Schornstein dar, und er ist nur von der Summe der ver- 
schiedenen Zugverluste vom Eintritt der Verbrennungsluft in die Regelklappe bis zum Schorn- 
steinfuß abhängie. 

Die Zugverluste vom Eintritt der Verbrennungsluft in die Regelklappe vor der Feuerung 
bis zum Kesselende lassen sich mit guter Annäherung nach einem von Münzinger an- 
gegebenen Verfahren’) ermitteln. Der Verlust im Fuchs läßt sich je nach Bauart und Leistung 
der Wärmeanlage leicht abschätzen: bei normalen Verhältnissen wird er allerdings kaum | 
bis 2 mm WS betragen. 

Die Kauchgastemperatur am Schornsteinfuß ist ebenfalls festgelegt. Bei neueren Dampf: 
kesselanlagen mit Ekonomiser und Luftvorwärmer schwankt sie zwischen 130° C und 200° 
je nach der Belastung und je nach der Bauart. 

bei neueren Kesselbauarten sind meistens Feuerraum, Kesselzüre, Ekonomiser und Luft- 
vorwärmer tunnelartig übereinandergesetzt, und oft sitzt der Schornstein eerade auf dem 
kesseldach (Abb. 1 links). 

Je nach der Bauart und der Aufstellungsweise des Schornsteines (siehe Abb. 1, wo zwei 
extremale Aufstellungsarten des Schornsteines dargestellt sind) ist der Druck P, mehr oder 
weniger kleiner als der Außenluftdruck auf dem Niveau des Eintrittsquerschnittes des Schorn- 
steines (dieser letzte Druck ist z. B. gleich Pat.zu in Abb. 1 links. während Pat:Boden dem 


| Fi Druck in Abb. 1 rechts gleich ist). Darauf 
N geben allerdings die vorgenommenen üblichen 
/ugmessungen genügenden Hinweis. 
Der gemessene oder berechnete mittlere 
Druckunterschied: 
I 
. . . . . (2) 
steht daher ın keinem Zusammenhang mit 
dem „Zugebedarf” 

der Wärmeanlage, und es ist absolut sinnlos, 
auf den Druckunterschied / 1 P/7, für die Be- 
urteilung des Verhaltens eines Schornsteines 

mit „natürlichem Zuge* Bezue zu nehmen. 
| Der Druckunterschied, der überhaupt dabei 
in Frage kommt, ıst folgender: 


\bb. I und 2. 
worin P, den mittleren Druck der Rauchease an der Schornsteinmündung F, (Abb. 1) be- 


zeichnet. Hierzu ist zu bemerken, daß Wind. in geneigter Richtung auf den Schornsteinkopf 
blasend, mitsauzen helfen kann und umgekehrt. in ungünstiger Weise blasend den Schorn- 


steinzuz verringern kann. 


Für die Bereehnung können dieser Einfluß und derjenige eventueller Sonnenbestrahlung 


nieht berücksiehtiet werden: man muß vielmehr windstilles Wetter voraussetzen und als 


Wert des Druckes P, denjenigen annehmen, der dem Außenluftdruck in der Höhe der 


Schornsteinmündung entspricht. Sei IF, diese Höhe über dem Fabrikboden (Abb. 1). 

Im alleemeinen ist der Druck P,„ der Rauchgase im Eintrittsquerschnit F„ des Schorn- 
steines größer als der Druck P, an der Schornsteinmündung. Demzufolge muß zu den Strö- 
mungsverhältnissen der Rauchgase längs eines Schornsteines „mit natürlichem Zuge" 
ein gewisses Ähnliehkeitsverhalten mit denjenigen längs einer langen Düse anerkannt werden. 
Dabeı soll man sıch den .„/uebeda der dem Schornstein aneeschlossenen Verbrennungs- 
apparate und Rauchgaskanäle als eine „Förderhöhe* vorstellen, deren Betrag in m Rauch- 

IP 


ist. Bei der Festlegung des Wertes von / AP |, ist natür- 


vassäule ausgedrückt gleich 

lieh immer dem Reehnung zu tragen, daß im Feuerraum ein Auftrieb der Verbrennungsgase 
vorhanden ist, und daß in den Kesselzüzen, in denen die Rauchgase aufwärts strömen, eben- 
falls Auftrieb vorhanden ist, während in allen abfallenden Kesselzügen bzw. Rauchgaswegen 


Abtriebe auftreten. die den „Zuer* zewissermaßen hemmen. 


‚ı Vel. F. Münzinger: AEG.-Mitteilungen 1930, S. 152. 


IP in mm WS oder kg/m’ (4). 
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Bei der erwähnten turmartigen Aufstellung von Feuerraum, Kessel und Schornstein 
Abb. 1 links) ist der gesamte Auftrieb von erheblicher Größenordnung; daher kommt man 
t bedeutend geringeren Schornsteinhöhen aus. Am günstigsten liegen die Verhältnisse bei 
seneren Kesselbauarten mit Zwangumlauf (Umlaufkesseln),. weil dadurch der Kessel von seiner 
\isherieen Raumbindung befreit wird und strömungstechniseh viel besser durchgebildet werden 
kann. was große Vorteile im Zugbedarf und in der Wärmeleistung bringt. Während die 
höchste zulässige Rauchgasgeschwindigkeit im Feuerraum rund > m/see beträgt, läßt man in 
Ion Vorwärmern mit Bezug auf den Wärmeübergang die erwähnte Geschwindigkeit manchmal 
his m/see zunehmen da aus rein strömungstechnischen Betrachtungen eine fortwährende 
sleiehmäßige Zunahme der Rauchgasgeschwindigkeit sehr erstrebenswert ıst. Bei einer un- 
nterbrochenen gleichmäßigen Konizität des Abführungssvstemes der Rauchgase (Verbrennungs- 
apparat + Rauchgaskanäle bzw. — Wege + Schornstein) wird «die Reibungs- oder Widerstands- 
‚fer (als diejenige einer beschleunigten Strömung) wesentlich herabgesetzt und «die sonst 
vorkommende Wirbelbildunz an manchen Stellen der Rauchgaswege absolut vermieden. Ab- 
'allende Kesselzüge bzw. Rauchgaswege, die Abtriebe hervorrufen, sind überhaupt zu vermeiden. 

In der Wärmeteehnik sind die Voreänge immer verwickelter als ın der gewöhnlichen 
<trömungslehre, weil hier zu den rein strömungstechnisehen Vorgängen noch der Einfluß der 
"emperaturänderungen hinzukommt. In dieser Beziehung möchte ich auf eine sehr wichtige 
Tatsache gleich aufmerksam machen. 

Was die Temperatur der Rauchgase im Sehornstein betrifft, ist man meist nur auf 
Schätzungen angewiesen. Gegenüber der Temperatur am Schornsteinfuße ist die Temperatur 
:ın der Schornsteinmündung etwas geringer, da sich die Rauchgase im Schornstein etwas 
abkühlen. Die Rauchgasabkühlung ist um so geringer, je größer der mittlere Schornstein- 


"5 "und je größer die Rauchgasgeschwindigkeit ist, Ihre 


urehmesser 


Größenordnung ist aber eine viel kleinere, als meist in der Literatur angegeben wird. Nach 
einer von Poßner?’) angegebenen Formel, worin eine Wärmedurchgangszahl gleich I bis 2 
io nach der Mauerstärke angenommen wird, schwankt die Rauehgasabkühlung längs des 
Schornsteines zwischen 0,25 und 0,75"C je m Sehornsteinhöhe (Einheitsabkühlung). 
Nach Untersuchungen des Verfassers für gemauerte, spitz zulaufende Schornsteine ist die 
Kinheitsabkühlung der Raucehgase bei nieht zu kleinen Werten für D,, und 0, 
1", > 1! m/see) eine viel geringere, und zwar ist sie meist wesentlich kleiner als O,1"C. 
Dieses Ergebnis scheint allerdings wohl im Einklang zu stehen mit der von der „Vereinizung 
der Großkesselbesitzer* neuerlich) bekanntzegebenen Erfahrungstatsache, daß bei „hohen 
semauertenSchornsteinen mit großem lichten Durehmesser dıe Temperatur- 
abnahme der Rauchgase mit etwa Jjem Kaminhöhe beinormaler Be- 
lastung des Kamins anzunehmen Ist“. 

Den Reibungsverlusten längs des Schornsteines ist ebenfalls eine gewisse „Förder- 
höhe* zuzuschreiben, die in m Rauehgrassäule auseedrückt gleich (17, 
m 
(Abb. D). Darin bezeichnet man mit Z die Widerstandsziffer, mit 99, «ie mittlere Rauchgas- 
veschwindigkeit im Schornstein und mit D,, den mittleren Durchmesser des Schornsteines. 

Bei Bemessung von Fabriksehornsteinen mit „natürlichem Zuge“ sind die eben 
klareelerten Umstände besonders zu beachten, wenn man nach einer Abführunge der Rauch- 
case streben will, die dureh die gerinestmöglichen Herstellungskosten für den Schornstein 
und die angeschlossenen Kanäle gekennzeichnet sein muß. Infolge der Niehtberücksiehtigung 
(lieser Tatsachen werden die Schornsteinhauptabmessungen oft nur unter mangelhafter Be- 
achtung der eigentlichen Strömungsverhältnisse ermittelt. 

Eine empirische, unzweckmäßige Dimensionierung des Schornsteimes ist Insofern von 
oroßem Nachteil, als sie einen ausschlagzebenden unzünstiren Einfluß auf die Wirtschaftlich- 
keit der Wärmeanlage auszuüben vermag. 

Vermeidung jedes unnötigen Zugbedarfes und guter Zug mit den geringstmöglichen Ab- 
messungen des Fabrikschornsteines sind wiederum die Elemente, wovon die Wirtsehaftlichkeit 


(ler Wärmeanlage abhängie ist. 

Im Beharrungszustand gleicht das Hindurehziehen der Rauechgase dureh ein nach der 
Schornsteinmündung spitz zulaufendes Abführungssystem der stationären Bewegung eines 
trömenden Gases in einer sich allmählich verengenden Rohrleitung. die dabei Temperatur- 
änderungen ausgesetzt ist, die ganz verschieden ausfallen, je nach der betreffenden Strecke 
(ler Rauchgaswege. 


Münzinzer: „Berechnung und Verhalten von Wasserrohrkesseln*, Springer, Berlin 1020, S. Ilm, 

5) Verl. L.. Poßner: „Die Wärme‘, Jahreane 50, S. 88. 

Vgl. „Kesselbetrieb* der Vereinienng der Großkesselbesitzer, IT. Anfl., Berlin 1931, 8.89, Abschnitt: „Sehorn 
teine*, Nr. 22%. 


| 
> mit | 
. (8) 
| 
u 


412 Mediei. Beitrag zur thermodynamischen Berechnung (der Schornsteine Math. und Mech. 


Die beschleunigte Strömung der Rauchgase durch die Kesselzüge, Rauchgaskanäle und 
dureh den Sehornstein, welche beim Anlaufen dureh den natürlichen Auftrieb der Ver- 
brennungsease eingeleitet wird, d.h. infolge des Unterschiedes vom spezifischen Gewicht 
zwischen Rauehease und Außenluft, wird, im eingetretenen Beharrungszustand, von dem 
zwischen Anfang und Ende der Rohrleitung herrschenden Druckunterschied Par.r- P, (Abb. I) 
aufrechterhalten. Da im Sehornstein die ebenerwähnten Temperaturänderungen von einer 
sehr gerinzen Größenordnung sind, ist es angebracht, sich bei der Untersuchung der eigent- 
lichen Strömungsverhältnisse im stationären Beharrungeszustand auf den Schornsteineasweg 
allein zu beschränken. Man denke sieh aus dem wesamten Raueheasstrom einen unendlich 
dünnen Stromfaden herausgzeschnitten. 

Die lautet: 


IB -// 


Darin bezeichnet man mit ö den Wärmeinhalt der Rauehgase im Schornstein, mit Gy 7 die 
dureh Wärmeübergang abgeführte spezifische Wärmemenge und mit Op7, die durch Wand- 
reibune erzeuete Wärmemenge. 
Im Zeitteil dz geht dureh das Element dA F, des Eintrittsquersehnittes des Schornsteines 
das Rauchgaszewicht 
dG=dF, . . (6) 


himdureh und führt die Energie: 


\ 


In (6) bezeichnet das mittlere spezifische Gewicht der Rauchgase am Schorn- 
steinfuß, und", die mittlere Rauchgasgeschwindigkeit im Eintrittsquerschnitt des Schorn- 
steines. Bei Dampfkesselanlagen ist die Rauchgeschwindigkeit »#, meist in ziemlich engen 
(Grenzen vorgeschrieben, und zwar dureh die Bedineunge der Auswahl einer wirtschaftlichen 
längs des Vorwärmers Bei anderen Wärmeanlaren hat man eben- 
falls nieht immer freie Auswahl von »%,,. 

v; Ist abhängig von der Zusammensetzung der Rauchgase (insbesondere von dem Wasser- 
dampfgehalt und zum Teil aueh vom CO,-Gehalt) und von der Abkühlung derselben längs 
des Abführungssystems. In Zahlentafel 1 sind für den Temperaturbereich — 5" bis + 30°C 
die Werte des spezifischen Gewichts der atmosphärischen Luft bei einem mittleren Feuch- 
tigkeitsgehalt angegeben. Der Barometerstand, der in Höhe des Meeresspiegels 760 mm QS 
im Mittel beträgt, schwankt infolge meteorologischer Einflüsse für mittlere geographische 
breiten zwischen etwa 720 und SOO mm WS, also um etwa +5 vH. In Zahlentafel 2 sind 


760 


die Werte des spezifischen Gewichts der Rauchgase, bei einem Barometerstan«d 
von 760 mm bei mittlerem C9,-Gehalt (9 bis 12 und bei einem Wasserdampfgebhalt 


oleieh Null (cd. h. für troekene Gase) anzeeeben. 


/ahlentafel!. 


Spezitisches (hewicht mittelfeuchter Luft. 


B -5°0 10°C 15°C 20°C 
Sun 1.385 1.355 1.332 1.310 1,29 1.261 1.24 1,221 
von 1.370 1.338 1.316 1,291 1,27 1.247 1,227 1.208 
zu 1.350 1.320 1.300 1.28 1,254 1.23 1,21 1.11 
770 1.351 1.302 1.285 1.26 1,24 1.217 1.190 

1.14 1.288 1.266 1.245 1.221 1.20 

70 1.293 1.275 1.250 1,228 1.206 1.185 1,167 

1.278 1.252 1.232 1.211 1.190 1.17% 1.149 

730 1.200 1,239 1,216 1.104 1.172 1.152 1,132 

1.242 1.220 1.19% 1,178 1.158 1.11% 

rail 1.238 1.205 1.182 1.160 1.141 1.123 1.106 

1.211 1.188 1.166 1.146 1.127 1.106 
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ZJahlentafel 2. 
Spezitisches (Gewicht trockener Rauchgase von mittleren C’O,-Gehalt. 


tr=0°C| 50°C 200° C 250 °C 
1.392 1.18 1.025 0.0 0.732 0.666 0,614 0.560 
1.378 1.164 1.012 0,80 0.799 0,122 0,606 0,562 
1.36 1.15 1 0.7125 0.6 
770 1.3412 1.155 0,866 0.704 0.642 0,50 0.547 
760 1.325 Mr 0,075 0.855 0.765 1,605 
750 1.308 1.104, 0,843 0.625 0.532 
710 1.29 1.09 0,05 (0,832 0.749 0.616 0.525 
730 1.272 1.078 0,871 0.735 0.667 0.607 0.56 
720 1.252 1.06 0,025 0.725 0.5090 0.52 0.511 
710 1.24 1.046 0.01 0.715 0.649 0501 0.541 
1,22 1.095 0,9 0,709 0,536 0,497 


Die angegebenen Werte von yz sind je nach dem Wasserdampfgehalt (bei Braunkohlen) 
und je nach dem €0,-Gehalt eventuell zu korrigieren. Für die Herabsetzung von yjz spielt der 
Wasserdampfgehalt bzw. der Feuchtigkeitsgehalt der zur Verbrennung gelangenden Kohle 
eine ansehnliche Rolle. Für deutsche Braunkohle ist im Mittel / ya» / "= 1,27 kg/m? bei mitt- 
erem CO,Gehalt (9 bis 12 vH). Zwischen den Quersehnitten F, und F, des Schornsteines 
werde dem Rauchgasstrom in der Zeiteinheit die Wärmemenge 0, durch Wandreibung mit- 


veteilt: 2 


2 Din 


dageren die Wärmemenge 9,. durch Wärmeübergang von den Rauchgasen nach der Außen- 
ft dureh die Schornsteinmauerwände abgeführt: 

| 
„h)=e-Sil 


In den Gl. (S) und (9) bezeichnet man mit: 


= (lie gesamte Rauchgasmenge in kg/see, 
S die Mantelfläche des Schornsteines in m’, 


die mittlere Temperatur der Rauchgase im Schornstein 


f, die mittlere Temperatur der Außenluft, 
die gesamte Wärmedurehgangszahl. 

Da 9, etwas größer als 9, Ist, tritt längs des Schornsteines eine geringe Abkühlung 
(ler Rauchgase auf. Diese Abkühlung ist von einer Größenordnung, «die selten den Betrag 
von O,1°C je m Schornsteinhöhe überschreitet; meist ist sie wesentlieh kleiner. Die Zu- 
standsänderung der Rauchgase längs des Schornsteines ist eigentlich eine Polytrope, deren 
I,xponent m etwas größer als der Exponent A der Adiabate ist, weil die Zustandsänderung 
nit einer geringen Wärmeabfuhr erfolgt. 

Da die in Frage kommenden Druckunterschiede und Temperaturintervalle sehr klein 
ind, hat die Polytrope einen logarithmischen Verlauf im 7-S-Diagramım: dieses Diagramm 
wird dann identisch mit dem i-S-Diagramm. 

Die Wärmegleichung für die Polytrope lautet: 


| Polytr. | A | 2.) . . . (10). 


Darin bezeichnet man mit: 
spezifische Wärme der Rauchgase beim konstanten Druck im Temperatur- 
bereich #,. 
/ e„//# = die spezifische Wärme der Rauchgase beim konstanten Volumen im Tempe- 
raturbereich — #,. 
In Zahlentafel III sind z. B. nach G. Herberg*‘) die mittleren Werte von e, bezogen 
auf I kg Gas bzw. auf 1 Nm” Gas (1 Nm’ Im’ zu CO und 760 mm OS) im Temperatur- 
bereich 0° bis 300° C bzw. 200°C bis 300° angegeben. 


Vgl. G. Hlerberg: „Handbuch der Fenerungstechnik und des Dampfkesselbetriebes", Berlin 19298, J. Springer. 


’ 


| | 
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Z/ahlentafel >23. 


bezoren auf bezogen auf 

I kr Gas 1 Nm’? Gas l kg Gas I Nm? Gas 
0,524 0,4216 0.548 0,457 
(U), 19.25 v.221 1,434 0,234 1,460 
() 0).31> ().223 
\ 30.2 250 0.31> () 255 1,318 
( 0,250 0.312 0.255 


Bezeichnet man mit das Gewicht eines kg Rauchgases und mit Gco. Gx. 


1,0. (die partiellen Gewichte der I kg Rauchgas enthaltenen (0, 
(ll). 
während 
(10) kann auch folzendermaßen geschrieben werden: 
| 
- 
woraus! 
Fr - 
[A 
Kür auch: 
P. Pooden — (Höchster wirks. Zug) IPs —yr3a 


Darın bezeichnet man mit IPs den dureh die Schornsteinreibungsverluste bedineten Druckabfall: 


(1S). 
v Ist «die kinematische Zählekeit: 
Il» 7 
anderer Ausedruck für 7, ereibt sich aus folgender Gleichung: 


Die Höhe 7/7, der Schornsteinmündung über dem Fabrikboden wird dureh die Stärke 
(des natürlichen Auftriebes «der Verbrennungsease vorgeschrieben. Der erwähnte Auftrieb tritt 
eigentlich bei ruhenden, dann beschleunigten Rauchgasen auf, d.h. beim Anlaufen des Systems 
infolge des Unterschiedes vom spezifischen Gewieht zwischen Rauchgasen und Außenluft. Bei 
Schornsteinen mit natürlichem Zuge ist der Rauehgasauftrieb die einziee vorhandene 
hochsaugende Kraft. Er bewirkt, daß die beim Anlaufen des Systems (Verbrennungsapparat 
kaucheaskanäle + Schornstein) erst entstehende heiße Rauchgassäule einen bestimmten Zug 
auf che sich ım Feuerraum entwiekelnde Gasmenge ausübt. Dadureh wird diese Rauchgas- 
menge nach der Schornsteinmündung forttransportiert, damit sieh immer neue Gasmengen im 
M“euerraum bilden können 


f + 
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Im Falle eines zylindrischen Schornsteines, wie in Abb. 2 dargestellt, ist die Höhe 17, 
Schornsteinmündung durch folgende Gleichung gegeben : 


‚UL iR 
gilt folgende Formel: 


Dageren ergibt sich im Falle eines spitzlaufenden, auf dem Kesseldache sitzenden Sehorn- 
<teines (Abb. 3), der emem Kessel mit gleiehmäßiger Konizität der Rauchgaswege an- 


sesehlossen Ist, 


| -(/ | 


weil der konischen Rauehgassäule eine zylindrische Luftsäule von Höhe 77’ und von derselben 
. . F', F 
Grundfläche (Abb. 3) entspricht. ist gleich 


Andererseits resultiert mit Bezug auf Gl. (1): 


3 IS 3 IS . . . (39). 
Darin bezeichnet die Höhe in m des BE 
Fabrikbodens über dem Meeresspiegel. 7 \ 
Für «den Schornsteinwee lautet die 
Pu 
woraus man erhält: 
Integriert man die Energiegleichung (5), dann . - - 
ereibt sich: Abb. 3. 


und mit Einführung der für 7, und se, abzebildeten Werte (Gl. 15 und 27): 


Im 


woraus man erhält: 
N 
D,=D; (30). 
| 


Aus einer eingehenden Nachprüfung des angegebenen Rechnungganges und insbesondere der 
Beiwertsbestimmung hat sich erzeben, daß die Wirkungsweise der Schornsteine ınit natür- 
liehem Zug hauptsächlich von dem Wert des erzielten Verhältnis: 


D, 
abhäneige ist. 
Dieses Verhältnis wollen wır deshalb als „Konizitätskennzilfer* eines Schornsteines be- 


zeichnen. 


N. 

| 

ı Im 
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line neue Methode zur Integration der linearen, partiellen 
Differentialgleichung 2. Ordnung vom hyperbolischen Typus. 
Von @. Ackermann in München. 


ie Integration der hyperbolischen, partiellen Differentialgleichung mit zwei unabhängie 

Veränderliehen kann, abgesehen von einigen speziellen Fällen, in denen die Laplacesche 
Kaskadenmethode zum Ziele führt, allgemein mit der Riemannschen Methode erfolgen. 
Für den Fall der konstanten Koeffizienten wird dabei die Greensche Funktion im Sinne 
kiemanns gleich I oder gleich der Besselschen Funktion nullter Ordnung des Argumentes 
able Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung von x und y ab- 
hängig, so ıst die Riemannsche Funktion durch sukzessive Approximationen herzustellen. 

Im folgenden wird für die erste und zweite Randwertaufgabe gezeigt. daß sich das 
Integral der hyperbolisehen Differentialgleichung stets durch eine Volterrasche Integral- 
oleiehung zweiter Art darstellen läßt. Einen unmittelbaren Weg für den Existenz- und 
Konvergenzbeweis bietet damit die Theorie der Integralgleichungen selbst. Die zur Auflösung 
dieser Integralgleichung angesetzte Neumannsche Reihe besitzt den Vorteil, daß die im 
Nenner der Glieder auftretenden Fakultäten eine rasche Konvergenz sicherstellen und dadurch 
(dieses Verfahren vor allem auch zur numerischen Rechnung geeignet machen. 


Die hyperbolische Gleichung hat die Normalform: 


OH 


( 
Die Koeffizienten ale, bie, y) und etw, y) seien als differenzierbare, stetige Funktionen 
vorauswesetzt. 

Führt man nun neben der gesuchten Funktion « eine zunächst ebenfalls unbekannte 
Funktion Für. y) als abhängige Hilfsvariable ein, so läßt sich zeigen, daß Gl. (1) immer in ein 
System von zwei linearen, partiellen Differentialgleiehungen 1. Ordnung so zerlegt werden 
kann, daß in jeder der beiden Gleichungen nur der Differentialquotient von einer abhängigen 
Variablen nach einer unabhängigen Variablen auftritt. Das allgemeinste derartige System 
besitzt die Form: 

Wird «le auf diese Weise der Funktion « koordinierte Hilfsfunktion F aus dem System (2) 
ehinmmiert, so entsteht die hyperbohsche Gleichung: 

Durch Elimination von # aus Gl. (1) und (II) würde man naturzemäß ebenfalls eine Gleichung 

2. Ordnung vom hyperbolischen Typus erhalten. 


Sollen nun Gl. und (9) identisch sein, so müssen zwischen den Koeffizienten folgende 


Beziehunseen bestehen: 


| 

( ( „ 


Die Funktionen «a, p», y lassen sieh demmach aus den Koeffizienten der Gl. (1) ermitteln, es 
wird dureh die Gl. (HD jeder Gl. (1b) das System (2) von partiellen Differentialgleichungen 
auf eine und nur eine Weise zugeordnet. 

Denkt man sieh die Lösung der Differentialgleiehung (1) für ein beliebiges, eindeutiges 
handwertproblem gefunden, so ist mit y) sofort auch nach Gl. (1) bestimmt. 
Durch die Randbedingungen, welche der Funktion # vorgesehrieben sind, müssen daher gleich- 
zeitig auch die Randwerte der Funktion f festgelegt sein. Von dieser Tatsache wird bei der 
endgültigen Bestimmung von # aus dem System (2) Gebrauch zu machen sein. 

In dem System (2) kann jede der beiden Gleichungen als gewöhnliche, lineare Differential- 
leichung aufgefaßt und dureh Variation der Konstanten integriert werden. Bei der 
Integration der Gl. (I) tritt dann eine willkürliche Funktion von 7, bei der von Gl. (IT) eine 
solehe von .r auf. Davon soll im folgenden immer ausgegangen werden. 
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Die zweite Randwertaufgabe '), die ich wegen ihrer großen praktischen Bedeutung zunächst 
behandeln will, verlangt die Funktion « so zu finden, daß diese längs zwei Charakteristiken, 
voreeschriebene Werte annımmt. Unbeschadet der Allgemeinheit gilt also hier: 


u v(y). . . (5); . 6). 


Für 0 und y=0 muß natürlich y gleich y sein. Integriert man nun Gl. (I) unter 
Beachtung von Gl. (5), so ergibt sich: 


A \ 


Um «die Gl. (II) integrieren zu können, müssen zunächst die Randwerte von für y er- 
mittelt werden. Zu diesem Zwecke setzt man die Bedingung (6) in Gl. (I) ein und erhält: 
d 


Gl. (S) ergibt dann Gl. (II) integriert: 


In den Gl. (7) und (9) ıst & die zu , und 7 die zu 4 gehörige Integrationsvariable. 

Ersetzt man jetzt in Gl. (7) die unter dem Integral stehende Funktion # dureh Gl, (S), 
so entsteht für « die erwähnte Volterrasche Integralgleichung zweiter Art mit zwei un- 
abhängig Veränderlichen. Es ist 


x n 7 
\ 7) 
— 4) 


Die Gl. (10) besitzt micht die allgemeinste Form der Integralgleichunge mit zwei un- 
abhängigen Variablen. Es tritt die unbekannte Funktion nur unter dem Doppelintegral auf, 
weiter ist der Kern dieses Integrals nur von und „, nicht auch von abhängige. 
Hierdurch erfährt besonders die numerische Rechnung eine bedeutende Vereinfachung. Dal; 
die Gl. (10) die gestellten Randbedingungen erfüllt, geht aus ihrer Aufstellung hervor, man 
kann sich aber leicht auch noch nachträglich davon überzeugen. Für .==0 fallen alle Integrale 
fort und es ist entsprechend Gl. Für wird aus Gl. (10) 


” 0) e " (S)d: e 


(£) | 
I). 
ds 
Formt man in der Gl. (11) den letzten Summanden des Klammerausdruckes dureh partielle 
Integration um, so kann man für diesen schreiben: 


Mit dieser Umwandlung geht Gl. (Il) über ın 


Wegen (0) wird 0) (a), es Ist also auch die Randbedingung (6) erfüllt. 


t) [ch schließe mich hier der Übung an, die Vorgabe der Funktionswerte auf zwei sieh sehneidenden Charakte 
ristiken als „zweite Randwertaufgabe* zu bezeichnen (siehe auch Frank-v. Mises: Differentialgleichungen der 
Physik, Teil I, 1930, 8. 815). Dementsprechend wurde das Problem, die Funktion # zu finden, wenn auf einer einzigen 
Kurve # und ihre Normalableitungen gegeben sind, als „erste Randwertaufgabe“ benannt, obwohl man bei der hyper 
bolischen Differentialgleiehung nieht von einem Randwertproblem im Sinne der Potentialtheorie sprechen kann. 


| 
y | | 
_ 
(2). 
(2) 
(>). 
(N). 
_ 
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Treifen wir für den Kern des Doppelintegrales der Gl. (16) die Abkürzung: 


e " | . (12), 
und setzen wır ferner 
\ - 


woher F, und A, nach dem Vorhergehenden bekannte Funktionen sind, so schreibt sich Gl. (10) 
in der Forin: 
\ A 7 

Gl. (1b) besitzt eine und nur eine Lösung”). Multipliziert man in Gl. (14) das Doppelintegral 
mit «dem Parameter 2. so kann diese Lösung nach Neumann als Potenzreihe von Z an- 
eeschrieben werden. Es ıst 


Setzt man die Reihe (15) in Gl, (1b ein, dann erzeeben sich mit der Bedinzeung, daß auf 
beiden Seiten der Gleichung die Faktoren eleicher Potenzen von / eleich SEIN MÜSSEN, folgende 
für die Glieder der Reihe (15): 


60,4) 
\ 
\ 
(- 
\ - - - (16). 
\ \ / 
Hr 


Wırd jetzt der Parameter 4 wieder gleich 1 gesetzt, so nimmt die allgemeine Lösung der 
ıyvperbolischen Differentialgleiehung für die zweite Randwertaufgabe die Form an: 


N 


Die erste Randwertauigabe schreibt die Werte», längs einer gegebenen Kurve 


0) 
ep) vor. Die Kurve © sei explizit sowohl in „= als auch in y gegeben, also 

7 3 

| 

und werde von jeder Achsenparallelen nur in einem Punkte geschnitten. Sind auch die 
vorgeschriebenen Werte von nr auf € explizit in beiden Variablen bekannt, dann kann die 
A\ufeabe foleendermaßen formuliert werden: 


Zur Lösung werde die Differentialgleiehung (1) wieder in das System (2) zerlegt. Integriert 
man hierauf Gl. (DB unter Einführune der Betdineune (18). so erhält man: 


Zur Integration der Gl. (II) muß man die Randwerte von F auf € kennen. Um diese zu 
bestimmen, setzen wir Gl. (19) in Gl. (ID ein und erhalten: 


} Verl. rsual (ours d’analvyse Tome Ill, Paris 7. 


\gl. auchVolterra: Leeons sur les equations integräales et les eqnations integro differentielles, Paris 1913, 8. 78. 
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\lit (21) hiefert Gl. (II) integriert: 


71 } 
(x,n)d» ax, 


(x 
Wir ersetzen jetzt wieder die in Gl. (20) unter dem Integral stehende Hilfstunktion # dureh 
lie Gl. (22) und erhalten für « die Volterrasche Integralgleichung: 


x x 4 y 
Cs(y) (x 
25) 
Cs 
I 


(23) ıst ihrer Herleitung zemäß ähnlich aufgebaut wie Gl. (10). Auch hier tritt die 
sesuchte Funktion # neben der linken Seite nur unter dem Doppelintegral auf, und der Kern 
dieses Integrales ist auch hier nur von und abhängig. Ebenso heße sieh wieder leicht 
nachweisen, daß Gl. (23) die geforderten Randbedingungen erfüllt. 

Führen wir auch hier wieder für den Kern des Doppelintegrales die Abkürzung: 


- 4 


25, 
ein, und setzen wir 
dann zeht Gl]. (23) über ın 
\ 7 
Cy(y) Cı (x 


Die Auflösung dieser Gleichung und damit die Lösung der ersten Randwertaufeabe für die 
ıyperbolische Differentialgleiehung erfolgt in derselben Weise wie bei Gl. (1b. Die in den 
Bestimmungsgleichungen (16) für die einzelnen Glieder der Neumannschen Reihe auftretenden 
Integrale können dabei je nach der Beschaffenheit der Funktionen «a, y und f, y bzw. 
analytisch oder graphisch ermittelt werden. Denkt man sich die Funktion Fir, y) und den Kern 
NIS, 37, ) Jeweils in eine Potenzreihe entwickelt, dann ist einzusehen, daß dureh die fortlaufenden 
Integrationen, wie es die Gl. (16) vorschreiben, im Nenner der Potenzen für die Glieder 
Fakultäten entstehen, die eine beschleunigte Konvergenz zur Folge haben. Für 
praktische Fälle wird man daher größtenteils die Reihe (17) schon nach dem fünften oder 
scehsten Gliede abbrechen können. | 

Schließlich sei noch auf eine Besonderheit bei der ersten Randwertaufgabe hingewiesen. 

Ist statt der Randbedingung (19) irgendein Zusammenhang von E und Y auf der Kurve 
(‘ verlangt, so kann man so vorgehen, daß man bei der Integration der koordinierten 
unktion Gl. (II) zunächst eine unbekannte Funktion auf der Kurve einführt. Durch 
Kinsetzen der auf diese Weise erhaltenen Volterraschen Gleicehune in die zu erfüllende 
Kandbedingung, läßt sich dann rückwärts (Gr) bestimmen. 

Für diesen Fall und für die zweite Randwertaufgabe sollen nun mehrere Beispiele 
herangezogen werden. 


Einfache Beispiele. Die in der mathematischen Physik viel behandelte und im neuen 
„Riemann-Weber* zur Einführung in die Riemannsche Integrationsinethode benutzte 
Differentialgleichung der schwingenden Saite lautet’): 


1, v. Mises: Die Differential- und Integräalgleichungen der Mechanik und Physik, I. Veil, 8. 703. Braunschweig 1130. 


| 
17). 
die 
die 
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in. 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


k ermann, ine Methode zur Inteeration der Ditferentialeleiehung 


Die Interrationsbedineuneen für die unendhieh lJanze Seite sınd: 


\Mıt der Koortdinatentransformation: 


s 


velit die Differentialgleiehung über ın: 


Die schreiben dann: 


( (A 


Für die Zerlegung von Gl. (27) in das System (2) liefern die Gl. (b) folgende Koeffizienten: 


‘ 


das System mimmt also hier die Form an: 


Inter Beachtung von Gl. (28) ergibt Gl. (30) integriert: 
7] 
Gemäß Gl (31) wird als eine zunächst unbekannte Funktion eingesetzt. Aus (#2) 
wird 
\ 


7 
Der til. (35) entnehmen wir: 


Setzen wir die Differentialguotienten (34) in die Randbedingungen (29) ein, so muß sem: 


du 


( 


Nach Einsetzungz von (35) ın Gl. (35) erhält man die bekannte Lösung: 
7 


Bas 
3 (fa) + fi) 


5-19 


Als weiteres Beispiel werde die sogenannte Telegraphengleiehung behandelt”). Diese 
dıe Form 


Tor 


Die sımdl wieder: 


t=0, U=fls) und is). 


und entsprechend den Gleichungen 
S und 4 


Ar 
| | ‘ \ / = 
| 
= 
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ls neue Koordinaten ein, so geht Gl. (36) über in die Normalfornr: 
dr 0y 
und die Randbedingungen sind: 
Gl. (37) läßt sich mit den Gl. (HB in das System: 
of 
zerlegen. Integriert man Gl. (40) unter Beachtung von (35), so erhält man: 
.) | 
. | 


Führt man nun die Bedingung ein, daß für == y die Hilfsfunktion # gleieh einer noch zu 


\., 
bestimmenden Funktion 4 | n ie] sein soll, dann ergibt die Integration von Gl. (#1) 
) 


zac \| 


Durch Einsetzen von Gl. (43) in (42) entsteht die Integraleleichung: 


. 
7) 


\ 


Bilden wir mit Hilfe der Gl. (44) die Differentialgquotienten und auf der Geraden. 9, 


so erhalten wır mut Gl. (39): 
a (Zac 3ac Ice 
Dieser Ausdruck für y wird in Gl. (4b) eingeführt, und wir erhalten damit schließlieh die 
l,ösung: 


(16). 


Die Auflösung der Integralgleicehung (46) dureh die Neumannsche Reihe muß identiseh 
sein mit der dureh die Riemannsche Methode zelieferten Lösung dieser Aufgabe, Es 
müssen sieh demnach die Besselsechen Funktionen nullter und erster Ordnung dureh Reihen- 
entwiecklungen mit e-Funktionen, welche, wie wir gesehen haben, die aufgestellten Volterraschen 
Integralgleiehungen mit sich bringen, darstellen lassen. 

Als Beispiel zur zweiten Randwertaufgabe ist eine Arbeit von Nußelt über den Wärme- 
austausch zweier im rechten Winkel aneinander vorbeiströmenden Flüssiekeiten") anzuführen. 
Ihier bringt das physikalische Problem bereits das System partieller Differentialgleiehungen 
init sich. Beide abhängigen Variablen haben also eine physikalische Bedeutung, wodureh 
sofort aueh die Randwerte für beide gegeben sind. Dieses Beispiel zeigt besonders auch die 
schnelle Konvergenz der Reihe (17). 

Die Anwendung des mitgeteilten Lösungsverfahrens auf ein physikalisch-teehniseches 
Problem, das nieht konstante Koeffizienten in der Differentialgleichung liefert, ist in Arbeit. 

Zusammenfassung. Es wird eine neue Methode zur Integration der linearen, partiellen 
Dilferentialgleichung 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten angegeben und zunächst an 
einigen einfachen Beispielen erläutert. Das Verfahren eignet sich wegen der raschen 
Konvergenz der als Lösung auftretenden Reihe besonders auch zur numerischen Reehnung. 301 


W, Nußelt: Eine nene Formel für den Wärmednurehgang im Kreuzstrom, Zeitschr. teehn. Mechanik und 


Thermodynamik 1930, Nr. 12, 8. 417. 
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Vorträge der Hauptversammlung in Würzburg 
der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik. 


Von den auf der Würzburger Versammlung vom 17. bis 22. September gehaltenen 
Vorträgen brinzen wir im folgenden die von den einzelnen Vortragenden selbst zur Ver- 
fürunz gestellten Vortragsauszüre, Die vollständige Veröffentlichung einzelner Vorträge 
bleibt vorbehalten. 


I. Die Bewegung von Staubteilchen in Kreiselrädern bei Förderung 
staubführender Medien. 
Von W. Barth in Völklingen (Saar). 

In der Praxis kann man oft die Beobachtung machen, daß die Flügelräder schnellaufender 
Hochdruckgebläse sehr rasch verschleißen, obwohl auf eine gute Entstaubung der Abgase 
eroße Sorgfalt verwendet wurde. Um die Ursachen des raschen Verschleißes aufzuklären. 
wird ım folgenden «die Bewegung von Staubteilehen in Kreiselrädern näher untersucht. 

Unter Voraussetzung der Gültiekeit des Stokesschen Gesetzes für die DBestimmune 
des Widerstandes von Staubteilehen lassen sich bei Vernachlässizung der Schwerkraft für 
den zweidimensionalen Strömungsvorgang folgende Bewegungsgleichungen für Staubteilchen ') 
ableiten: 


l. ın Vektorform 


de 
>» ın eartesisehen Koordinaten 
d.r 
(2), 
Ge, dy 


>. ın Polarkoordinaten 


de, Cu dr 
(>). 
‚de j da 


wober bedeuten: 
c, bGeschwindiekeit der Staubteilehen. 
Entsprechende Gesehwindigkeiten des Trägergases. 
eartesische Koordinaten. 
r.y Volarkoordinaten. 
y Krdbeschleunigzung. 
t Zeit. 
»; Falleeschwindiekeit des Staubteilehens in ruhendem Gas nach Erreichung 
des Beharrungszustandes. 


Aus Gründen der Einfachheit wurde statt der Korneröße der Staubteilehen die Fall- 
vesehwindiekeit ser in die Formeln einzeführt. Wenn man die Annahme macht, daß ım 
Laufrad die Meridianzesehwindiekeit und die Umfangszeschwindiekeit des Trägergases 
proportional dem Abstand vom Drehpunkt zunimmt, kann eine Lösung der Differential- 
eleichung (2) und (3) angegeben werden. Diese Bedingung kann beispielsweise in einem 
Laufrad mit radialen Schaufeln, deren Breite nach außen zu abnimmt annähernd verwirklicht 
werden. In diesem Fall erhält man folgende Gleichungen: 


W Barth: .Die Anwendnunze des Modellversuches in der Staubtechnik.* Rauch und Staub (1932), 
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Gleichung der Stromlinien r=reu . (4), 7 eonst eonst 
| 
Gleichung der Staubbahnen r r,e, 


wobei folgende Beziehungen erfüllt sein müssen : 


7 


Mit rg, wurden die Koordinaten des Anfangspunktes der Stromlinie bzw. der Staubbalhn 
bezeichnet. Stromlinien und Staubbahnen sind logarithmisehe Spiralen, welche sieh unter 
einem gewissen Winkel schneiden. 

Der Verschleiß der Schaufel wird dureh das Auftreffen der Staubteilehen auf die 
Schaufel bedingt. Je größer die Geschwindigkeit des auftreffenden Staubteilchens relativ 
zur Schaufel ist und je steiler der Aufprall erfolgt, um so größer muß der Verschleiß werden. 
In Abb. I sind die berechneten Staubbahnen sowohl absolut wie relativ zum Laufrad für 
verschiedene Korngrößen aufgezeichnet. Es zeigt sich, daß mit kleiner werdender Korngröße 
die Abweichung der Staubbahn von der Stromlinie immer geringer wird. Bei kleiner Korngröße 
treffen dieStaubteilehen unter 


einem Sachen Winkel auf Relativbahnen 
die Schaufel auf, außerdem Ä Wr -] 


kommt ein großer Teil des 
mitzeführten Staubes über- 
haupt nieht mit der Schaufel 
in Berührung. 

In Abb. 2 ıst das Ge- 
schwindiekeitscdiagramm für 
einen Punkt des Kreiselrades 
aufgezeichnet. Aus dem 
Diagramm ergibt sich die be- 
merkenswerte Tatsache, daß 
Stanbteilchen ‚mit \bh. 1. Bahnen der Staubteilehen bei verschiedener Korneröße. 
"allgeschwindigkeit von nur 3% 1jsec 150 lisee 
0,02 m/see bei den gegebenen 
Verhältnissen mit einer Ge- Geschwindigekeitsdiagramm 
schwindigkeit von 55 m/see 


auf die Schaufel aufprallt. — Ben 
Wählt man statt der radialen 
Schaufelzurückzelegte Schau- Cu 

feln und erhöht die 'Touren- 

zahl in der Weise, daß die | 
Stromlinien die gleichen 

bleiben, so erhält man die Se 
Geschwindigkeitsdiagramme, Fall: Drehzahl: Schaufelwinkel B: 

bezeichnet sind. Dabeı III. sehr stark zurickgelegte Schanfeln 0 
zeigt sich, daß das Staubkorn. Abb. 2. Bewegnng der Stanbteilehen bei verschiedenen Schanfelformen. 


je weiter die Schaufel zurück- 


veleet wird, unter einem um so Nlacheren Winkel geren die Schaufel geschleudert wird. 
ls kann sogar bei einer sehr stark zurückgelegten Schaufel, wie Diagrammı III zeigt, der Fall 
eintreten, daß das Staubkorn mieht auf die Vorderseite, sondern auf die Rückseite der 
Schaufel auftrifft. 

Die Berechnung der Staubbahnen ın praktischen Fällen macht fast immer die Ver- 
wendung anderer Annahmen über die Kreiselradform und anderer Randbedineungen über 
die Staubbewegung am Eintritt, als sie der vorliegenden Rechnung zugrunde gelegt wurden, 
erforderlich. In diesen Fällen ist eine Lösung der Differentialgleichungen (2) und (3) in der 
kegel nieht möglich, jedoch läßt sich fast immer mit Hilfe von Gleichung (1) ein zeiehne- 
risches Verfahren zur Bestimmung der Staubbahnen und Staubgeschwindiekeiten ableiten. 

Untersucht man auf diese Weise ausgeführte Laufräder, so findet man, daß die ve- 
fährdete Stelle bei Laufrädern mit „stoßfreiem” Eintritt am Laufradaustritt, bei Kintritt mit 
„Stoß” häufig auch am Laufradeintritt hhewen kann. Diese theoretischen Erkenntnisse werden 
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dureh die Erfahrungz voll und ganz bestätigt. Es konnte an Lichtbildern verschiedener aus- 
vehauter Laufräder zezeiet werden. daß der Verschleiß an den Stellen auftritt, an denen er 
nach der Reehnung vermutet werden muß. Der größte Verschleiß ist in der Regel am Lauf- 
radaustritt. gerenüber der Eıintrittsöffnunge zu erwarten. 

Mit Hilfe dieser Überlegungen können in jedem Fall die geeignetsten Maßnahmen zur 
Verringerung des Verschleißes vorgeschlagen werden. Im allgemeinen empfiehlt sieh das 
/urücklegen der Schaufeln, das Anpassen der Schaufelwinkel an die Korngröße, die Ver- 
wendung weniger dafür sehr starker Schaufeln, die Verstärkung besonders gefährdeter 
Stellen. Aufteilung des Gebläses in mehrere Stufen u. dgl. Bei diesen Fragen handelt es 
sieh nieht nur um ein sehr interessantes mathematisches Problem, sondern auch um einen 
wiehtigen praktischen Fall. 391, 1 


2. Winkelbeschleunigungspläne der ebenen Kinematik und ihre 
Anwendung. 


Von Rudolf Beyer in Zwiekau (Sa.). 


1. Allgemeines. In seiner Arbeit „Drehzahlvektorenpläne ebener Getriebe“) hat der 
Verfasser ein allgemeines Verfahren entwiekelt, wie man sämtliche relativen Winkelgeschwindig- 
keiten «v,, bzw. die Drehzahlen »,, zwischen allen Getriebegliedern p,g leieht und anschau- 
lieh ermitteln kann. Es soll nun gezeigt werden, wie alle dazugehörigen Winkelbeschleunigungen 
in ähnlicher Weise bei sinngemäßer Verallgemeinerung des Verfahrens gefunden 
werden können. 


2. Theoretische Grundlagen. Für «rei komplanbewegliche starre ebene Systeme g, hund i 
mit den Drehpolen P’,,.P;, und P,;, den dureh sie gehenden Drehachsen ,.k;, und 
und den in diesen liegenden Winkelgeschwindigkeitspfeilen und gelten die 
folgenden ein Gleiehgzewichtssvstem kennzeiehnenden vektoriellen Beziehungen: 


die in Abb. 1°) zur Aufstellunz des »-Planes mit Hilfe des »-Seileeks führen. Es sind 
» 
hier en; und aus 9 ermittelt worden. 


Die Gleiehuneen (1: 2) liefern dureh Diftferentiation nach der Zeit 
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vorin die Uu,y die entsprechenden Polwecehselgeschwindigkeiten bedeuten. Die an 
ie Achsen %,, gebunden gedachten Winkelbesehleunigungspfeile &,, reduzieren sieh also auf 
in Vektorpaar entsprechend dem Kräftepaar der Statik vom Moment WE u-e. Das 
‚um geschlossenen Winkelbeschleunigungsplan oder e-Plan gehörige &-Seileck muß 
\emnaeh offen bleiben und z. B. mit seinen Seilstrahlen g, und A, auf der Achse ky,, die 
streeke 70T, T, abschneiden: e ist dabei der Abstand des Poles 0" vom &- Träger, hat die 
Dimension einer Winkelbeschleunigung und ist unter Beachtung des Winkelbeschleunigungs- 


maßbstabs aufzutragen. In Abh. Il seı die eerebene \\ inkelbeschleunieung Eng auf 
dem zu den k,„ parallelen &Träger abgetragen und dem Riehtungssinn von e nach &’ eine 
‚positive" Winkelbeschleunigung, d. h. eine im Gegensinne des Uhrzeigers wirkende, zugeordnet. 
Die dureh 7, und T, zu den Polstrahlen 07 A’ bzw. 0" g” parallel gezogenen Seilstrahlen I, 

2 
bzw. g, treffen die Achsen %k;, und %,; in den Punkten AR” bzw. 5” und bestimmen so den 
Seilstrahl der im #-Plan dureh Ziehen des parallelen Polstrahles 077° die Winkel- 


heschleunigungen &;,=g’ und &;, 


3. Anwendungen. Die Ermittlung der gemäß Gl. (5) erforderlichen Polwechselgeschwindig- 
keiten kann bei getriebetechnischen Anwendungen weitestgehend vermieden werden, indem 
man zweekmäßig von einem feststehenden Gliede (z. B. g) ausgeht und die noch beliebige 
\chsenriehtung k,, zu einer Poltangente (z. B. #,; dureh P,;) parallel wählt. Dann reduziert 
sich DE z. B. im Falle des in Abb. 2 dargestellten Gelenkviereeks (Kurbelsechwinge) unter 
Kinführune von 2 BN auf 


IK It, oo, ;] ;] B,o,;| von Betrag dpi . 


In 61. (6) ist der Drehsinn des Momentes WU entsprechend zu beachten und das &-Seileck dıes- 
hezüeliceh anzuordnen. Der Abb. 2 heren zweeks Kontrolle dureh den Leser die folgenden 
\aßstäbe zugrunde: Zeiechenmaßstab: lem m, Winkelgeschwindiekeitsmaßstab: 

1 sek" und Winkelbeschleunigungsmaßstab: = m, I sek”. Aus 


-3,6 sek und „= g’h" = sek folgt für die Glieder a, h, i der Wert u, 


1.391: 0,06 257 sek ° und für die Glieder der Wert u, (UN 
0,0541 1,81: 0,06 1,06 sek beide im Uhrzeigersinn drehend, gekennzeichnet dureh 


- 7.9 sek”? usw. 


Das Verfahren wurde im Vortrag noch an der umlaufenden Geradsehubkurbel 
erläutert. An einer umlaufenden Kurbelschleife wurde gezeigt, daß man ohne Be- 
nutzung des Satzes von Coriolis auskommt und somit größere Anschauliehkeit und Eın- 
heitlichkeit der Methode erzielt. Das Verfahren liefert ferner Konstruktionen für den Be- 
schleunigungspol. Tangentialpol (Bressesche Kreise). Es eignet sich auch für kinetostatische 
Anwendungen und gestattet bei günstiger Wahl der Maßstäbe bisweilen noch weitere Ver- 
einfachungsmöglichkeiten. auf die hier nicht eingegangen werden kann. 01, 2 


3. Schwingungen zvlindrischer Schalen. 
Von W. Flügge in Göttingen. 


Zur Berechnung von Schalenschwingungen benutzt man im allgemeinen das von 
angegebene Verfahren, das eine delnungslose Formänderung der Mittelläche an- 
nimmt und unter dieser Voraussetzung die Eigenfrequenzen durch eine einfache Energie- 
betrachtunge bestimmt. Damit wird nur ein kleiner Teil der möglichen Schwingungsformen 
erfaßt, und für manche oft vorkommenden Randbedingungen liefert es überhaupt nichts, weil 
man ja Schalen so zu stützen pflegt, daß sie keine dehnungslosen Verbiegungen erfahren 
können. Es soll daher für den Fall der Kreiszylinderschale die Aufgabe mit den Mitteln der 
strengen Zvlindertheorie in Angriff genommen werden. 

Als Koordinaten wählen wir die Entfernung .r von einem Zylinderrand und den längs 
(des Umfanges gemessenen Winkel 4. Führt man in die Gleichgewichtsbedingungen der 
Kräfte am Schalenelement als Lasten die bei einer Schwingung entstehenden Trägheitskräfte 
ein, eliminiert dann die Querkräfte und drückt die übrigen Sehnittkräfte durch die drei 
Komponenten r, der elastischen Verschiebung aus in „Richtung, in g-Riehtung, 
‚ normal nach außen), so erhält man folgendes Differentialgleiehungssyvstem: 


| 

| 

# 


* 
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Darin bezeichnen Punkte Ableitungen nach g, Striche nach .w/a, a ist der Zylinderradius, 


(die Masse je Flächeneinheit, die Sehalenstärke, 9’) und k 
Die allgemeine Lösung der Gleichungen heißt: 
cosmg snoft, Bexesinmgsinot, 


Setzt man sie ein, so erhält man drei lineare Gleichungen für A, B, €. Sie sind homogen, 
bestimmen daher nur das Verhältnis .1:B:C und auch das nur dann, wenn ihre Determinante 
verschwindet. Das gibt eine Beziehung zwischen 7, m und ©. Wir wollen sie als eine 
Gleichune für 2 bei gegebenem oder angenommenem m und & auffassen. Dann liefert sie 
acht verschiedene 7, also acht Elementarlösungen, zu denen acht unabhängige Konstante 4, 
bis „I, und «die von ihnen abhängigen B und € gehören. Zu ihrer Bestimmung dienen acht 
Randbedingungen, vier für jeden Zylinderrand. Auch das sind homogene Gleichungen, und 
das Verschwinden ihrer Determinante liefert eine Gleichung, die außer diesen / die Ab- 
messungen des Zylinders (Radius, Länge, Steifigkeit) enthält, und aus der man etwa die 
/xlinderlänge 7 berechnen kann, wenn «die andern gegeben sind. Die Gleiehung ın 
transzendent, hat also unendlich viele diskrete Lösungen. Die kleinste von ihnen ist «die 
Länge des Zylinders, der mit 2 m Knotengeraden und der Kreisfrequenz o ohne Knotenkreis 
schwingt. Die andern Lösungen gehören zu Zylindern mit einer steigenden Anzahl soleher Kreise. 

Wegen der Schwierigkeit, die mit der Anwendung einer solchen Lösung auf praktische 
Aufgaben verbunden ist, lohnt es sich, eine spezielle Lösung näher zu untersuchen, die nur 
für besondere Randbedingungen gilt: 

. . . . . . 

Acosm 4 IN 4 BR sın my A (!cos YpSsın A sınof. 
Das 4 dieses Ansatzes ist nicht «dasselbe wie das vorher gebrauchte. Für #0 verschwinden 
"oe, a und oe”, also auch Längskraft und Einspannmoment, dagegen nicht «. Der Zylinder 
ist also an diesem Ende dureh einen Boden auszusteifen, dessen Dehnungssteifigkeit unendlich, 
dessen Biegungssteifigkeit aber null ıst. Wählt man so, daß / Ist mit ganzzahligem », 
so werden am andern Zylinderende „==! dieselben einfachen Randbedingungen erfüllt. 

Setzt man den Ansatz in die Differentialgleiehungen ein, so erhält man wieder drei 
lineare Gleichungen für die Amplituden, und das Verschwinden ihrer Determinante gibt eine 
Gleichung 3. Grades für @»*, die man in der Form schreiben kann 


Die linke Seite als Funktion von zeiet Abb. 1 für eın Zahlenbeispiel 


\ | Bestimmunge der \hh,?. Werte a? als Funktion von 2 und »» für = 105, 
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Die Kurve geht nieht durch den Ursprung, sondern sehr nahe rechts daran vorbei. Ihre 
Nullstellen liefern die drei Eigentöne, die zu 2m Knotengeraden und » 1 Knotenkreisen 
sehören. Sie sind von sehr verschiedener Größenordnung. Wenn man die zugehörigen Am- 
„lituden der drei Verschiebungskomponenten berechnet, so sieht man, daß die langsame eine 
usgesprochene Transversalschwingung ist, während die beiden andern Longitudinal- 
chwingungen sind. 


Im allgemeinen wird, wie auch das Zahlenbeispiel zeigt, vor allem die Transversal- 
chwingung in die Nähe technischer Erregerfrequenzen fallen. Wenn man sieh auf ihre 
Berechnung beschränkt, kann man die kubische Parabel der Abb. I durch ihre Ursprungs- 
tangente ersetzen, also die Frequenzgleichung linearisieren. Die Ausrechnung der Eigenfrequenz 

wird dann sehr einfach. Die Dimensionslose p est außer von 4 und m nur noch von 
lem Verhältnis $/a der Schalenstärke zum Radius abhängig. Das Ergebnis für #10 ° zeigt 
\bb. 2. Wesentlich für die Anwendung ist die Tatsache, daß jede Kurve rechts eine vertikale 
"angente hat, die sie nicht überschreitet. Ist die Schale so kurz, daß das kleinste mögliche 4, 
a 


also Anin = 7 größer ist als die Abszisse dieses äußersten rechten Punktes einer o-Kurve, 
o kann die Schale mit dieser Frequenz bestimmt nieht schwingen. Ist dagegen 4, kleiner, 


<o muß man untersuchen, ob die zur interessierenden Erregerfrequenz gehörende Kurve keinen 
der Punkte n%,;,, m mit ganzzahligen » und m trifft oder in seine Nähe kommt, eine Be- 
lineung, die dann unter Umständen schwer erfüllbar sein kann. 391.3 


4. Zur T'heorie der zähplastischen Stoffe. 
Von Hans Fromm in Berlin. 


Man ist schon lange zu der Auffassung gekommen, daß viele der scheinbar festen Stoffe 
"lüssigkeiten von so hoher Zähigkeit sind, daß sie auch bei beträchtlicher Belastung unmerklich 
langsam fließen. Für eine Reihe von Stoffen, z. B. die Metalle, ist die Frage noch nicht 
restlos beantwortet, ob sie wirklich Flüssigkeiten sind oder ob sie erst mit Erreichen einer 
von Null verschiedenen Fließgrenze in den Fließzustand kommen, d. h. plastisch werden. 
In der Theorie der Plastizität geht man von der letzten Annahme aus und fügt ihr ge- 
wöhnlich als Fließbedingung die einschränkende Voraussetzung hinzu, daß die Spannungen 
auch während des Fließens an der Fließgrenze bleiben. Die folgenden Ausführungen sollen 
zeigen, wann diese mathematische Vereinfachung anwendbar ist und wie im Bedarfsfalle 
eine Erweiterung möglich ist, welehe die wichtigsten Züge des wirklichen Vorganges richtige 
berücksichtigt. 


1. Grundzüge. 


Der zähplastische Stoff. Die wesentlichen Gedankengänge seien zunächst in dem ein- 
lachen Beispiel der Zugbelastung eines Drahtes erläutert. Die Darstellung der Spannung o 
über der Dehnung & eines Versuches mit konstanter Dehnungsgeschwindigkeit & ist bekannt 
(Abb. 1). Man erhält eine Schar von Kurven & = konst, und es sei zunächst vorausgesetzt, 
es gäbe eine untere Grenzkurve &°-0 von der Form o,„(e), unterhalb deren der Stoff nur 
elastisch ist, oberhalb deren er plastisch fließt. Diese ist die Kurve der Fließgrenze 
(Plastizitätsgrenze): existiert eine solehe, so heißt der Stoff „plastisch“. Der Anstieg der 
(‚renzkurve mit heißt „Verfestieung“. 


2öhplastisch 
% 
elastisch 
Abb. 1. Abb. 2. 


\ Die Eigenschaft eines Stoffes, noch nicht an der Grenze (= 0), sondern erst mit deren 
Überschreitung zu fließen, soll seine „Zähigkeit” heißen. Als Maß der Grenzüberschreitung 
diene die „Überspannung* Von dieser hängt die Fließgeschwindiekeit ab. 
So ergibt sich für zähplastische Stoffe die Formulierung (Abb. 2): 
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(renzbedineune : o=0,(8) oder =D, 
oder 
Flıebeesetz: N 7 lım 


Ausartungen. Aus «den Gesetzen des zähplastischen Stoffes lassen sich einige Sonder- 
fälle entwickeln: 

Kine erste Ausartung ergibt sich mit dem Fließgesetz s 0 für jedes &. Indem hier 
die Fließbedingung die Form der Grenzbedingung annimmt, verschwindet die Zähigkeit, uni 
es Iiegt der gewöhnlich behandelte Fall des „idealplastischen* Stoffes vor. 

Mit konst besitzt der Stoff keine Verfestigung. Insbesondere führt o,(&) 
auf eine zweite Ausartung, bei der die Fließbedingung auch bei beliebig kleiner Spannung © 
schon erfüllt ist, d. h. der Stoff ist nieht mehr plastisch, sondern (zäh).flüssig*. 

Ausartungen treffen beim „idealflüssigen” Stoff gleichzeitie zu und liefern 
so für jedes 


Der Zusammenhang wird dureh folgendes Schema verdeutlicht: 


Fließbedingeung 
s—() (ideal) s >V (zäh) 
Vıflüssıg) deal-Hüssig zäh-flüssig 
venzbedingung - 
\o, (plastisch) idleal-plastisch zäh-plastisch 


Fließbasis. Die Grenzspannung 9, folgt durch Extrapolation nach 2=0 aus Versuchen 
über das Flleßgesetz (Abb. 2). Die Form des Fließgesetzes läßt aber häufig keine sichere 
Extrapolation zu, so daß eine Unsicherheit bleibt, ob der Stoff zähplastisch oder zähflüssig ist. 
Dieser Fall liegt z. B. bei Metallen, wie Eisen, Kupfer u. a. vor (Abb. >). 

Die Kenntnis des Gebietes kleiner Geschwindiekeiten kann jedoch entbehrt werden, 
wenn ein Interesse nur für einen bestimmten Bereich (£, 2° -&,) der Geschwindigkeiten 
um der zugehörigen Spannungen o vorliegt. 


+, 


Un ein treffendes Beispiel hierfür geben zu können, sei vorweggenonmmen, daß sich 
die Überlegungen auf beliebige Beanspruchungsarten anwenden lassen. Handelt es sich nun 
z. B. um einen zylindrischen Ring, der dureh Innendruck bei ebener Formänderung aufge- 
weitet werden soll (Abb. #. so ist bei der Radialgeschwindiekeit «= Ä/r an der Stelle r 
die Dehngesehwindiekeit &° Ar, nimmt also nach außen ab. Der Interessenbereich ist da- 

=: festeelegt. Aus r„ = 2r; folgt z. B. 


« 


her dureh 

Ist ein Interessenbereich gereben, so kann für diesen die zu einem beliebigen £, ge- 
hörige Spannung 0, wie eine Grenzspannung behandelt werden und man kann, eleicheültie 
ob der Stoff zähplastisch oder zähflüssig ist, eine Überspannung s= eo, und ein Flieb- 
gesetz s  9,1(#) einführen. An Stelle der Grenzspannung tritt also eine durch &, signierte 
‚Fliebbasis" 0,(f,) von der aus der Fließvoreang für den Interessenbereich beschrieben 
wird. Dabei entfällt natürlich die Fließbedineunz s >VO als nicht notwendie. 

Dieses Vorgehen bietet verschiedene Vorteile: Zunächst kann man so rechnen, als ob 
o, eine Fließerenze wäre, ohne über die Existenz einer Grenze etwas zu wissen. lerner 
kann man das Fließgesetz durch um so einfachere Ausdrücke annähern, je kleiner der 
Interessenbereich ist, besonders wenn die Sienierung £, im Bereich legt. So wird man oft 
mit der linearen Näherunz 0, =el£— £,) auskommen, auch wenn der Gesamtverlauf 
des Gesetzes von der Iinearen Form erheblieh abweicht. Bei hinreichender Kleinheit des 
Bereiches wird mans 0, d.h. konst setzen dürfen, als ob der Stoff idealplastisch 
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wäre. Das wirkliche Fließgesetz findet dabei insofern Berücksichtigung, als die Basisspannnung 
o, von der Signierung £,, d. h. von der Lage des Interessenbereiehes abhängt: o, wird z. B. 
um so höher liegen, je größer in obigem Beispiel die Außengesehwindigkeit u, sein soll. So 
kann u. U. eine zähe Flüssigkeit zweekmäßig nach der Theorie der idealplastischen Stoffe 
behandelt werden. 

Die Annäherung dureh die idealplastische Form hat besonderes Interesse, da hierfür 
eine Reihe von Lösungen vorliegen. Zu ihrer Kritik sei ein Beispiel einer Fehlerreehnung 
durehgeführt. Für ein geglühtes Flußeisen gilt mit Ausnahme vernachlässigbar kleiner Ge- 
schwindiekeiten ein Fließgesetz von der Form s=6 (log (#[&,). worin = 175 kre/em? 
ist. Mit &,=#, ist also die größte Überspannung im Bereiche 5, 0, o,=tlog(,[&,), für 
das Beispiel 48, würde daher der Fehler s, 105 Der relative Fehler 
f=s,/o, hängt von der Lage des Bereiches ab, und zwar nimmt er mit wachsender Radial- 
veschwindiekeit ab: für &, 10 10 sek ist bei obigem Eisen 2740 ke/em’, also 
fz=#"o. Bei großen Interessenbereichen unter kleinen Geschwindigkeiten 
kann also für Eisen die idealplastische Näherung zu merklichen Fehlern 
([ühren. 


2. Tiensorielle Fassung. 


Die Erweiterung der für einfache Zugbeanspruchung dargestellten Methode auf be- 
liebige Beanspruchungsarten erfordert die Aufstellung von Beziehungen zwischen dem Tensor 
des Spannungszustandes und dem Tensor I des Verzerrungszustandes bzw. dem 'Tensor TI 
der Verzerrungsgeschwindiekeiten. 


Tensoranalyse. Eine besonders übersiehtliche Darstellung ergibt sich hierfür dureh 
eine geeignete Tensoranalyse: Man kann jeden 'Tensor als einen Vektor mit 9 Komponenten 
auffassen und durch dessen Länge und Riehtung kennzeichnen: die Länge ist ein Maß der 
Tensor.intensität*, der gleichgeriehtete Einheitsvektor bestimmt die „Art"“ des Tensors. 
Durch Vereinigung mit der bekannten Aufspaltung in Kugeltensor und Deviator folgt z. B. 
für den Spannungstensor 


worin die „hydrostatische” Spannung, der Einheitstensor, 
Intensität des Deviators und die Deviatorart ist. 


die Zahplastisch 


Fließgrenze und Überspannungstensor. KExistiert eine Fließgrenze, 
so bestimmen die Vektoren aller Spannungszustände an der Fließgrenze ee 
eine Fläche (Abb. 5): deren Gleichune ıst die Grenz- 
bedineune, welehe an Stelle von s=0 tritt. Jedem Punkt der ae 
(renzkurve in Abb. I entspricht eine solehe Grenzlläche, d. h. die Grenzfläche verschiebt 
sieh mit fortschreitender Verfestigung. Innerhalb der Grenzfläche P=0 liegen nun die Zu- 
stände des elastischen. außerhalb die des zähplastisehen Verhaltens. Man kann die Funktion 
so normieren, daß die Fließbedingeung die Form PO annımmt: POS heiße 
dann „Fließfunktion“. 


An die Stelle der Überspannunge s muß ein Überspannungstensor 2 treten. 
Dieser sei in Anlehnung an die Vorstellung, daß er bei fehlender Vorgeschichte durch das 
lot auf der Grenzfläche zum herrschenden Spannungszustand 3 bestimmt ıst (Abb. 5), 
definiert durch = P/G - worin  gradg der neundimensionale Gradient der Fließ- 
funktion P an der Stelle B ist. 


Zwei-Tensor-Gesetze bei Isotropie. Soweit Beziehungen zwischen nur zwei Tensoren in 
Iisotropen Stoffen in Betracht kommen, können diese durch die Gleichheit der Deviatoren- 
arten und zwei skalare Gleichungen zwischen den Intensitäten zum Ausdruck gebracht 
werden. So ergibt sich folgende Zusammenstellung: 


Verhalten 
elastisch zähflüssig zähplastisch 


Fr. 2 
| 
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Gilt bei zähplastischem Verhalten insbesondere als Fließfunktion P (CB) P?—k?, worın k 


u 
eine mit der Verfestieune veränderliche Kenngröße des Stoffes ıst, so folet aus der rechten 
Spalte 


Diese Form entsprieht der bisher üblichen Angabe von Fließgesetzen des plastischen Zu- 
standes: sie verrät nur noch durch die Fließbedingung P,>Kk]| 2, daß es sich nieht um eine 


zähe Flüssigkeit, sondern um einen zähplastischen Stoff handelt. 


Signierung und Fließbasis. Bei Stoffen mit nicht markanter Fließgrenze ist nun wieder 
die Sienierung einer Fließbasis von Vorteil. An Stelle einer signierenden Größe &, muß jetzt 
eine 0 treten, welche Signierungstensoren festsetzt, die 
für die versehiedenen Formänderungsarten gleichwertig sind, d.h. deren zugehörige Spannungen 
JS, die Fließbasıs bilden sollen. Die Fließfunktion, aus der der UÜberspannungstensor © nach 
obizer Definition zu bilden ist. muß also die Basisbedingung P,(B,)=V erfüllen. Daraus folgt, 
daß die D,n |=konst: = E= konst lauten muß, wenn die an- 
Intensitätengleiehungen des zähplastischen Fließens gelten sollen. 

Die Form der Intensitätengleiehungen ist bei gegebener Fließfunktion durch das Flieb- 


vesetz für Zug unter Annahme unveränderlichen Volumens bestimmt. Für die obigen Bei- 


D 
spiele folgt: — Pın = ( | mit »2—=konst als Basisbedingung. 

Die eingehende Begründung der hier vorgetragenen Ergebnisse, ihre Anwendung und 
die Einbeziehung «der elastischen Formänderungen und der Vorgeschichte (Verfestigung usw.) 
ist an anderer Stelle veröffentlicht '). 106, A 


5. Die Bedingungen, unter denen statistische Prozesse zu universellen 
Verteilungsgesetzen führen. 


Von Hans Gebelein in Göttingen. 


Bei den Problemen der physikalischen Statistik hat man es mit solchen Systemen zu 
tum, «die sieh von den Systemen der klassischen Mechanik dadureh unterscheiden, daß aus 
dem Zustand in einem Zeitpunkt f, der Zustand im benachbarten Augenblick f, nieht mit 
Sieherheit folgt, sondern für den Übergang zum neuen Zustand Wahrscheinliehkeitsverteilungen 
bestehen. Es soll hier nieht untersucht werden, welche erkenntnistheoretischen Folgerungen 
die Annahme nach sich zieht, daß es solche Systeme in der Natur gibt. Hier handelt es 
sich allein um die mathematischen Folgerungen aus dem angenommenen Sachverhalt. 

Das Hauptproblem eines solehen statistischen Systems von der Form einer sog. 
Markoffsehen Kette ist nach v. Mises das folgende: 

sei eine Wahrscheinliehkeitsverteilung f,) gegeben, die aussagt, mit welcher 
Wahrscheinlichkeit das System zur Zeit #, im Zustand 7, oder an der Stelle y des Phasen- 
raums anzutreffen ist. (Der Phasenraum kann beliebig viele Dimensionen ,.. 9, besitzen.) 

Weiter sei die Diehte der Übergangswahrscheinlichkeiten bekamnt, Ih, 
die mit weleher Wahrscheinliehkeit das System in der Zeit von der Stelle zur 
Stelle 7 des Phasenraums gelangt. 

Die Frage lautet dann: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit se (y.M) dafür, daß zur 
späteren Zeit # das System sich an der Stelle y des Phasenraums befindet? 

Es ist leicht einzusehen, daß das betrachtete statistische System zu einem System der 
klassischen Meehanik wird, wenn die Übergeangswahrscheinlichkeiten in der Weise ausarten. 
daß bei endlicehem If ihre Streuungen verschwinden, oder, etwas allgemeiner, wenn die 
Streuungen mit abnehmendem Zeitintervall stärker gegen null gehen als dieses Zeitintervall 
selbst. So wird dureh allmählich abnehmende Streuungen ein stetiger Übergang von 
statistischen zu deterministischen Prozessen bewirkt. 

Die oben gestellte Hauptaufgabe wurde durch v. Mises gelöst, indem er in Hinblick 
auf die Verhältnisse in der Atommeehanik für das System eine nichtkontinuierliche und 
endliche Menge von Zuständen zuließ und an Stelle der kontinuierlichen Zeit für die Rechnung 
untereinander gleiche, endliehe Zeitintervalle verwendete. So erhielt v. Mises als mathe- 
mätisehes Hhlfsmittel zur Lösung des Problems ein System linearer algebraischer Gleichungen. 


ı)1. Fromm, Ingenieur-Archiv IV. Bd... 1933, S. 432—406. 
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n k Sein Hauptergebnis ist dieses, daß unter bestimmten Voraussetzungen für die Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten die Verteilung nach sehr vielen Zeitintervallen von der Anfangsverteilung 

ten unabhängig wird, und daß diese universelle Verteilung, gegen die das System unter allen 
Umständen strebt, im Falle symmetrischer Übergangswahrscheinlichkeiten Ih 

1#)) Gleichwahrscheinliehkeit ist. 

Hi; Wir nennen eine solche Verteilung, gegen die das System unabhängig von der speziellen 

A\nfangsverteilung (77, #,) strebt, die ergodische Verteilung Wi) des betreffenden 

da statistischen Systems, und nennen ein statistisches System, das eine ergodische Verteilung 
besitzt, ein ergodisches System. 

dies Da es mir besonders um solehe Systeme zu tun war, deren Verhalten recht nahe der 


BR (Grenze zwischen deterministisenem und statistischem Charakter hegt, und von denen man 
unter Umständen von’ Anfang an gar nicht weiß, ob sie zur einen oder anderen Klasse 


die vehören, wie z. B. das System einer turbulent fließenden Flüssigkeit, so war es notwendig, 
Br mit kontinuierlichem Phasenraum und stetiger Zeit zu reehnen. Den Weg für die erforderliche 
ach Untersuchung hat der Russe Kolmogoroff gezeigt, der unter Verwendung kontinuierlicher 
let, Zeit, bei endlicher Zahl von diskreten Merkmalen zu einem System gewöhnlicher linearer 
an- Differentialgleichungen, bei Zugrundelegung eines stetigen Phasenraums aber zu einer 
2 parabolischen Differentialgleichung gelangte. Diese Kolmogoroffsche Gleichung hat die Gestalt 
jeh- 
ns wo Adie) ein linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung mit partiellen Ableitungen nach 

den Koordinaten des Phasenraums bzw. im mehrdimensionalen Fall ,.. Ist. Diese 
ind Gleichung ist für das Anfangsproblem zu lösen. | 
Die Koeffizienten von hängen eng zusammen mit den Erwartungswerten und 
Streuungen der Übergangswahrscheinlichkeiten, die mit abnehmendem Zeitintervall If wie 

(dieses gegen null gehen müssen. Setzt man 
en | 

une 
h;} Ya): - Jim Streuung von (X, It), 
aus 
mit so daß die Funktionen «a; im s=-dimensionalen Fall ein Vektorfeld, die Funktionen b;, aber 
ven | ein Tensorfeld ım Phasenraum festlegen, so wird explizite: 
ven \ \ on 
es Lim) la; (b;; we) ). 

Stellt man nun die Frage, was symmetrische Übergangeswahrscheinlichkeiten für diese 
her | kKolmogoroffsche Gleichung bedeuten, so läßt sich beweisen, daß unter der Voraussetzung 
en- nirgends im Phasenraum verschwindender Streuungsdeterminante 
Im), 
zur der folgende, den v. Misesschen Ergebnissen entsprechende Sachverhalt gilt: 
Satz 1: Symmetrie der  Übergangswahrscheinlichkeiten, Selbstadjungiertheit des 
Differentialausdrucks (mw) der Kolmogoroffschen Gleichung und Gleichwahrscheinliehken 
En als ergodische Lösung sind drei Vorkommnisse, die sich gegenseitig notwendig bedingen. 
u; Die wichtigste weitere Frage ist nun die nach der ergodisehen Lösung im Falle un- 
die syinmetrischer Übergangswahrscheinliehkeiten. Darüber gibt der folgende Satz Auskunft: 
all Satz 2: Damit bei unsymmetrischen Übergangswahrscheinliehkeiten eine ergodische 
von Verteilung existiert, sind im »-dimensionalen Fall » 1 Integrabilitätsbedineungen zu erfüllen. 
Erwartungswerte und Streuungen der Übergangswahrscheinliechkeiten dürfen daher nicht ganz 
ick beliebig gewählt werden. 

Diese Integrabilitätsbedingungen lassen sich in einfacher Weise so deuten, daß es bei 
1 > vorausgesetzter Existenz einer ergodischen Lösung möglich sein muß, durch geeignete Trans- 
2 formation zu einem neuen Phasenraum zu gelangen, in dem die ergodische Lösung Gleich- 


wahrscheinlichkeit ist und daher die Verhältnisse des Satzes I vorliegen. Über die explizite 
Berechnung jener ergodischen Lösung ist zu sagen: 


Ztschr. f. angew. 
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Satz 3: Die explizite Berechnung der ergodischen Verteilung aus Erwartungswerten 
und Streuungen ist möglich ohne Integration der Kolmogoroffsechen Differentialgleichune. 


Durch diese Sätze und die In ihnen ausgedrückte mögliche Existenz einer ergodischen 
lösung sind die statistischen Prozesse im Gegensatz zu den deterministischen 
Prozessen ausgezeichnet. Nur bei den statistischen Prozessen mit nicht verschwindenden 
Streuungen der Übergangswahrscheinlichkeiten gibt es universelle Verteilungen, die ergodisch. 
d. h. von den Anfangesverteiluneen unabhängeie sind. Eine solehe Eigenschaft kommt den 
deterministischen Prozessen nieht zu. Mit verschwindenden Funktionen b;, reduziert sich 
nämlich die Kolmogoroffsche parabolische Differentialgleichung auf eine Gleichung erster 
Ordnung 


= \ 


N 
und diese besitzt zwar stationäre Lösungen, aber keine Lösung, «die von den Ausgangs- 
verteilunzen unabhäneie ist. kann als Differentialausdruck erster Ordnung nicht 
selbstadjungiert sein, und wenn in L6e) unter Beibehaltung der Selbstadjungiertheit die 5; 
eegen null streben sollen, dann müssen notwendig die «a; ebenfalls gegen null gehen, d. h. 
iin P’hasenraum verschwinden mit den Streuungen auch die Erwartungswerte der Geschwindig- 
keiten und das System „geiriert ein“, 

Bei der früher übliehen Begründung der statistischen Mechanik wurde versucht, zu 
beweisen, daß die stationäre Lösung der Gleichung 


die bei langer Beobachtuneszeit festzustellende Wahrscheinliehkeitsverteilunge darstellt und 
die für die physikalischen Folgerungen erforderliche universelle Verteilung ist. Zu diesem 
Beweis wurde die vielumstrittene Ergodenhypothese herangezogen. Es läßt sich Jedoch zeigen, 
daß jene stationäre Lösung nichts mit der wirklichen ergodischen Verteilung, von denen die 
Sätze I bis 3 handeln. zu tun hat, und daß die ergodische Verteilung Wr) bei verschwindenden 
Streuungen nieht in jene Verteilung übergeht. Damit wird das Ergebnis erhalten: 


Satz 4: Es gibt keine statistischen Prozesse, für die die Streuungen nicht entscheidend 
wären. Verschwinden die Streuungen, dann müssen, falls das System ergodisech bleiben soll. 
auch die Erwartungswerte mit verschwinden, d. h. das System gefriert ein. 


Satz 5: Die ergodische Lösung konvergiert bei verschwindenden Streuungen nicht 
zegen jene stationäre Lösung, die man aus den Gleichungen des deterministischen Systems 
berechnen kann. Wenn auf Grund der Ergodenhypothese der Beweis versucht wird, daß 
jene Lösung die ergodische Grenzlösung sei, dann ist demnach die Ergodenhypothese nicht 
nur unzulänglich, sondern unzutreifend. 

Phvsikälisch bedeuten die Größen «a; ein Geschwindigkeitsfeld im Phasenraum. Da 
bei verschwindenden Streuungstensoren «dieses Feld mit dem Feld der deterministischen 
Geschwindigkeiten identisch ist, liegt es nahe, das allgemeine Prinzip aufzustellen, daß die 
deterministischen Geschwindigkeiten der Gleichungen der klassischen Mechanik die Erwartungs- 
werte der Übergangswahrscheinliehkeiten sind, wenn immer man Gründe hat, das System 
als statistisch zu betrachten. Für die Streuungen der Übergangswahrscheinlichkeiten jedoch 
folgt aus den klassischen Bewegungsgleichungen unmittelbar nichts. Zu ihrer Bestimmung 
sind vielmehr neue phvsikalische Ideen unerläßlieh, und dies bringt unter Umständen große 
Schwierigkeiten. Bisher hat in den bemerkenswertesten Fällen die physikalische Hypothese 
symmetrischer Übergangswahrscheinlichkeiten in einem bestimmten Phasenraum zu diesem 
Zwecke Verwendung gefunden, eine Hypothese, die ebenso wie jede andere erforderliche 
Hypothese über die Streuungen weit über die Aussagen der klassischen Bewegungsgleichungen 
hinausgeht. Der Sachverhalt ıst also der folgende: 


Satz 6: Zur Lösung eines Problems der physikalischen Statistik genügen nie die 
klassischen Bewegungsgleichungen, da aus ihnen nur die Erwartungswerte der Übergangs- 
währscheinliehkeit, nieht aber deren Streuungen folgen. Es ist in jedem Falle noch ein 
zweites physikalisches Prinzip erforderlich, das zur Berechnung der Streuungen führt 
oder diese Berechnung ersetzt, und in dieser Tatsache liegt die Schwierigkeit begründet, die 
die Probleme der statistischen Mechanik bieten, aber auch die Schönheit und der universelle 
Charakter der Ergebnisse. 308,5 
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6. Turbulenzenistehung beim Wärmeübergang durch freie Konvektion 
an senkrechter Platte und waagerechtem Zylinder. 


Von R. Hermann in Aachen. 


An einer elektrisch geheizten senkrechten Platte (100 mal 100 em’) und einem waage- 
roehten Zylinder (5855 em Durehmesser, 100 em Länge) wurden beim Wärmeübergang dureh 
(reie Konvektion die kritischen Stellen des Umsehlages von laminarer zu turbulenter Strömung 
in Luft mittels der Schlierenmethode nach E. Schmidt bestimmt. Zeitaufnahmen mittels 
Linse und Kamera lieferten den zeitlichen Mittelwert der Umschlagstelle, Momentaufnahmen 
direkt auf die photographische Platte in natürlicher Größe zeigten die momentane Umschlag- 
stelle. Mit Hilfe der für die senkreehte Platte von E. Schmidt und E.Pohlhausen sowie 
für «den waagerechten Zylinder vom Verfasser gegebenen theoretischen Lösung für «das 
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld wurde aus den beobachteten kritischen Stellen die 
kritische Revnoldssche Zahl der Grenzschieht berechnet. Sie ergab sieh im Mittel für 
die senkrechte Platte zu 308, für den waagerechten Zylinder zu 255, also praktisch einander 
oleieh. Hieraus wurde die Wanderung des kritischen Azimutes am Zylinder mit der 
((rashofschen Zahl berechnet. 

Die theoretische Bedeutung des Ergebnisses ist die, daß hiermit, m. W. erstmalig, «die 
kritische Revnoldssche Zahl eines Geschwindigkeitsprofiles mit Maximum und Wendepunkt 
bestimmt ist. Für die Praxis ergibt sich hieraus die obere Grenze der Anwendbarkeit der 
laminaren Wärmeübergangsformeln in Luft, nämlich Grashofsche Zahl 1,0. 10° für die 


senkrechte Platte und Grashofsehe Zahl = 3,5 10° für den waagereehten Zylinder. 400, 6 


7. Über die graphische Darstellung zugeordneter Spannungs- 
und Verzerrungszustände. 


Von K. Kiotter ın Karlsruhe. 


Die Mohrschen Spannungskreise (Abb. 1) geben eine Übersicht über die auf ver- 
schiedene Achsen bezogenen Komponenten eines Spannungstensors. Diese Art der Darstellung 
ist nicht auf Spannungszustände beschränkt, auch ein Verzerrungszustand, kurz jeder Tensor 
kann auf dieselbe Weise abgebildet werden. Die Mohrsehen Kreise stellen eine Abbildung 
für Tensoren dar. 


In einem elastischen Körper ist einem Spannungstensor ein Verzerrungstensor eindeutig 
zugeordnet und umgekehrt. Man kann nun fragen, wie aus dem Mohrsehen Bild für 
einen gegebenen Spannungstensor das des zugehörigen Verzerrungstensors hervorgeht. 


Die Verknüpfung zwischen den Komponenten des Spannungstensors und des Verzerrungs- 
tensors geben die Spannungs-Dehnungs-Gleiehungen an. Sie lauten: 


| | | 
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Kinen besseren Einbliek in den Zusammenhang der beiden Tensoren erhält man, wenn 
man nieht die Komponenten der Tensoren selbst betrachtet, sondern sowohl den Spannungs- 
tensor wie den Verzerrungstensor in zwei Bestandteile aufspaltet, in einen Kugeltensor 
(mit gleichen Hauptwerten) und einen Deviator (Summe der Hauptwerte gleich Null); diese 
Yerleeune kann stets eindeutie voreenommen werden. 


den Gl. (1) erhält man so zwei Gleichungssyvsteme: 


um je drei Gleichungen vom Typ 


die man ın Tensorform 


schreiben kann. "” bezeichnet den Kugeltensor und seine Komponenten, ” den Deviator und 
seine Komponenten. Man sieht, daß die beiden Bestandteile, in die man den Spannungs- 
tensor und «den Verzerrungstensor aufgespalten hat, jeweils proportional sind: Der Span- 
nungskugeltensor ist dem  Verzerrungskugeltensor proportional mit dem Proportionsfaktor 


| 
‚ma 
K,=2G „ (Volummodul), der Spannungsdeviator ist dem Verzerrungsdeviator propor- 


tonal mit dem Proportionsfaktor A, 2G (Gestaltmodul). 


Diese Proportionalität kann man im Mohrschen Bil! verwerten. Zunächst findet man 
las Bild des Spannungsdeviators durch Verschieben des Anfangspunktes O> (Abb. 2) nach P’. 
P ist der Schwerpunkt der Punkte I, II, III: er kann durch eine einfache geometrische Kon- 
struktion gewonnen werden '). Dem Spannungsdeviator ist der Verzerrungsdeviator propor- 
tional. Das gleiche Bild, das den Spannungsdeviator darstellt, gibt in einem anderen Maß;- 
stabe den Verzerrungsedeviator an. War z. B. der Maßstab /> für die Spannungsgrößen so 
wählt, daß 


ge- 


so Ist 
wenn der Maßstab /+ 1>/K, benutzt wird. 


Den zesamten Verzerrungstensor erhält man aus dem Deviator durch Addition des 
kugeltensors. also Verschieben des Anfangspunktes von nach Oz, dabei ist 


)> 


2 


liegt daher stets zwischen und P. 


Man sieht: Das gleiche geometrische Bild, das den Spannungstensor dar- 
stellt,gibt, wenn man einen zweiten Koordinatenanfangspunkt Oz einträgt, 
auch den zugehörigen Verzerrungestensor an (Abh. 2). 


Kine zweite Möglichkeit einer Abbildung bietet das Verfahren von R. Land. Dieses 
ist zunächst allerdines nur für Trägrheitstensoren ausgzebildet, deren Besonderheit «darın be- 
steht, daß ihre Hauptwerte stets positiv sind. Dureh eine einfache Überlegung kann es je- 
doch für beliebige Tensoren hergerichtet werden. Auch in diesem Fall lassen sich die Bilder 
zugeordneter Spannungs und Verzerrungszustände leicht angeben: man erhält konzentrische 
reise, 


Die Verfahren sind überall da anwendbar, wo Iinerare Relationen zwischen Tensoren 
bestehen. 


In einer vor kurzem an anderer Stelle erschienenen Arbeit sind die anzedeuteten Über- 
legungen weiter ausgeführt und auch dureh Beispiele erläutert 


1) Handbuch der Phvsik, Bd. 6, S. 434. Berlin 1928, 
K. Klotter, Ing.-Areh. 4 354, 1053. 


R 
3 
| | 


Mech. 


lese 


(2) 


une 
yan- 
ktor 


p* 


nan 
por- 
lab;- 


(des 


Ar» 


gt, 


be- 
je: 
der 
che 


ren 


gehe Bis 1933 Vorträge der Hauptversammlung in Würzburg 435 


8. Übertragung von Maschinenschwingungen auf Boden und Gebäude. 
Von R. Köhler und I. Ramspeck in Göttingen. 


Der Vortrag berichtet über Messungen des Geophysikalischen Instituts der Universität 
Göttingen, die in Zusammenarbeit mit der Deutschen Forscehungsgesellschaft für Bodenmechanik 
(Technische Hochschule Berlin) in der Umgebung von Göttingen vorgenommen wurden. Die 
ausführliche Bearbeitung des gesamten Materials wird als gemeinsame Veröffentlichung der 
Deutschen Forschungsgesellschaft für Bodenmeehanik und des Geophysikalischen Instituts 
Göttingen demnächst erscheinen. Hier soll nur über einen speziellen Teil der Arbeiten 
berichtet werden. 

Die Untersuchuneen fanden statt ın: alluvialem Kies, Liaston. unterem Muschelkalk 
und mittlerem Buntsandstein. Sinusförmige Bodenbewegungen verschiedener Frequenz wurden 
dureh eine Losenhausen-Schwingungsmaschine angeregt und mit vorher auf dem Schütteltisch 
geprüften Seismographen in 3 Komponenten in Abständen von 10 bis 140 m von der 
Maschine beobachtet. 

Die Tourenzahl der Maschine wurde während einer Messung im Frequenzbereich 5 bis 
30 Hertz stufenweise um Beträge von 0,5 bis 2 Hertz gesteigert. Wenn man die Amplituden 
der beobachteten Bodenbewegungen als Funktion der Frequenz aufträgt, so zeigt ein Maximum 
in der Kurve an, daß der Boden bei der entsprechenden Frequenz besonders stark schwingt. 

Ein Teil dieser Maxima erwies sich als unabhängig von Änderungen in der Aufstellung 
der Maschine; sie zeigen also Eigenfrequenzen des Bodens an. Einen Beweis dafür, dab es 
sich hier tatsächlich um Eigensehwingungen des Bodens handelt, liefern Sprengungen. Diese 
erregten im Boden durch Stoß allmählich abklingende Eigenschwingungen, deren Frequenz 


mit der «dieser Maxima genau übereinstimmt. Das Dämpfungsverhältnis der Boden- 
schwingungen betrug 101:1. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der durch die Maschine 


erzwungenen Schwingungen wurde im Liaston zu 300 misek gefunden. Die Fortpllanzungs- 
geschwindigkeit der Longitudinalwellen in den obersten Schichten ergab sich dureh Spren- 
eungen an dieser Stelle zu 750 m/sek. 

Für die Übertragung von Maschinenschwingungen auf Gebäude sind die schwach 
zedämpften Eigenschwingungen des übertragenden Untergrundes von wesentlicher Bedeutung. 
Untersuchungen zu dieser Frage sind noch im Gange. 110, Ss 


9, Praktische Bestimmung von Obertlächen. 
Von H. König in Clausthal. 


Die Berechnung des Inhalts einer gekrümmten Fläche ist mathematisch verhältnismäßig 
unbequem. Die gewöhnlichen Methoden der Integralreehnung versagen in allen praktischen 
Fällen, da es nicht möglich ist, allgemein eine gegebene Fläche dureh einen geschlossenen 
Ausdruck genügend genau darzustellen und gleichzeitig eine Funktion zu erhalten, die für 
(die Integration genügend einfach ist. 

Beschränkt man sieh zunächst auf konvexe Oberflächen, so läßt sieh aus einer solehen 
"läche dureh senkrechte Parallelprojektion ein in allen seinen inneren Punkten zweifach 
überdeekter Umriß herstellen.  Projiziert man nun aus allen Riehtungen des Raumes 
und bildet den Mittelwert aller Umrißinhalte, so erhält man einen mittleren Umrißinhalt, 
der ın einfacher Beziehung zur Oberfläche steht. Nach einem wenig bekannten Satz, der be- 
reits auf Cauchy zurückgeht, ist nämlich die Oberfläche eines konvexen Körpers 
eleich dem Vierfachen seines mittleren Umrißinhaltes. 

Dieser Satz gilt in entsprechender Weise nieht nur für den dreidimensionalen Raum, 
sondern für alle Dimensionen. So ist z. B. der Umfang einer konvexen Kurve «gleich dem 
 fachen ihrer mittleren Breite. 

Praktisch wird der mittlere Umrißinhalt dadureh bestimmt, daß man aus allen Rieh- 
tungen des Raumes eine bestimmte Anzahl herausgreift. Es kommt darauf an, diese Rieh- 
tungen so zu verteilen, daß man aus möglichst wenigen einen möglichst guten Mittelwert er- 
hält. Diese Aufgabe ıst das zweidimensionale Analogon zu dem bekannten Integrations- 
verfahren von Gauß. Je nachdem, wie man den Umriß als Funktion der Riehtung darstellt. 
erhält man verschiedene Möglichkeiten für die Auswahl. Entwickelt man den Umrißinhalt 
nach Kugelfunktionen, so erhält man beispielsweise dureh Projektion in den sechs Richtungen 
der Ikosaederachsen eine Darstellung, die die Entwieklung bis zu Kugelfunktionen vierter 
Ordnung berücksichtigt. 


I, Eine ausführliche Wiedergabe des Vortrags mit 6 Abb. erscheint gleichzeitig in der Zsehr. f. teelhn. Physik. 
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An Stelle der senkreehten Parallelprojektion läßt man praktisch die Zentralprojektion, 
d. h. die Fotorrafie treten. Der Umriß wird dadureh vergrößert und hängt von dem Ab- 
ständ zwischen Körper und Objektiv ab. Wählt man diesen Abstand größer als das Fünf- 
fache des größen Körperdurehmessers, so läßt sich der Fehler, der dureh die Zentralprojektion 
hineingetragen wird, unter 1°, bringen. 

as Verfahren ist nieht auf konvexe Körper beschränkt. Der Satz, daß die Oberfläche 
aleich dem Vierfachen mittleren Umrißinhalt ist, gilt auch für nicht konvexe Körper, wenn 
man nur die sich bei einer Projektion mehrfach überdeckenden Flächenstücke entsprechend 
mehrfach zählt. So läßt sich z. B. der Inhalt einer dureh Schiehtlinien dargestellten Fläche 
bestimmen, wenn man senkrechte Parallelprojektionen dieser Fläche in den verschiedenen 
kiehtungen zeiehnet. Diese Zeiehnung ist mit Hilfe eines sogenannten Alfinzeichners ver- 
hältnismäßie schnell herzustellen. 

Schließlich läßt sich nach diesem Verfahren auch die Oberfläche eines porösen (schwamm- 
artigen) Körpers bestimmen. Bei diesem extrem nicht konvexen Körper überdeckt sich die 
Oberfläche bei der Projektion sehr oft. Im Mittel beträgt die Überdeekung in allen Punkten 
bei gleicher Schiehtdieke gleichviel. Zählt man nötigenfalls unter dem Mikroskop auf 
einer ebenen Sehnittlläche z Poren längs einer Strecke a, dann ergibt sich daraus, daß ein 
Würfel von der Kantenlänge «a die Oberfläche 4z- a’ hat. Voraussetzung ist dabei, daß sich 
der poröse Körper nach allen Riehtungen gleich verhält, anderenfalls ist wieder der Mittel- 
wert dadureh zu bilden, daß man Meßstrecken von der Länge a nach verschiedenen Rich- 
tungen legt. 396, 9 


10. Berechnung zylindrischer Schalen bei speziellen Randbedingungen. 


Von Konrad Ludwig in Hannover. 


Die sind 
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Aus «den Gleiehgewichtsgleichungen und den Spannungs-Verschiebungsgleichungen folgen 
die Differentialgleichungen für die Verschiebungskomponenten: 
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Der Ansatz für das allgemeine Integral der Differentialgleiehungen ohne Störungs- 
sıummanden 


u K,cosige " el w K,cos eh 
ergibt die charakteristische Gleichung 
R’D/R®?D D | | 
B 
und die Lösung 
"— RK, Vi, r)sinig el! 


Der von z unabhängige Ansatz für das partikuläre Integral ergibt die mit 1 ze multi. 
plizierte Lösung für den Kreisbogen. 


Hierr Prof. Reissner, der diese Arbeit anregte, bemerkte, daß die Weiterführung der 
Lösung einfach ist, wenn die eingespannten Achsenschnitte in ihrer Ebene oder die gelenkig 
gelagerten Achsenschnitte in der Ringriehtung gleiten können. Dann muß (7 halber Öffnungs- 
winkel) sm oder cos/P sein. Zu jedem Wert ergibt die charakteristische Gleichung 
S Werte », die nieht rein imaginär sind, so daß keine in z periodische Lösung existiert. Die 
Kandbedingungen für die beliebig belasteten Stirnflächen ergeben für je S Entwicklungs: 
koeffizienten A, S lineäre Gleichungen. 12, 10 


11. Ebenes und achsensymmetrisches Problem der Elastizitätstheorie*). 
Von K. Marguwerre in Karlsruhe. 


kKın bekanntes Verfahren zur Gewinnung von partikulären Integralen der elastischen 
Differentialgleiehungen beruht auf der Einführung von sogen. Spannungsfunktionen: 

Indem man «die Spannungskomponenten in geeigneter Weise als partielle Ableitungen 
dieser Funktionen nach den Koordinatenriehtungen ansetzt, werden die Gleichgewiehts- 
gleichungen identisch befriedigt, und für die Funktionen selbst erhält man aus den Spannungs: 


") Vgl. hierzu: 1) C. Weber: ZAMM 5, 466 (1925). 2), 3) Love-Timpe: Lehrbuch der Elast., S. 317 und 


S. 243, Leipzig (19017). 9%) K. Marguerre: Ing.-Arch. 2, S. 111 (1931). 5) Ebenda 4, 8. 333 (1935). An dieser Stelle ist 
ein Schreibfehler zu korrigieren: in (1.32) muß es statt r +... heißen "=... 
or 
(vgl. auch ist eine Abkürzung für den Operator - 4 *) Love-Timpe: 
r? r r?) 


S. 248, 219, 250, 226. 
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Dehnungsgeleichungen gewisse partielle Differentialgleiehungen, für die sich -— das ist der Sinn 
der Methode Partikularlösungen angeben lassen. Das älteste Beispiel dieser Art ist die 
Airvsche Funktion, die den Sonderfall des ebenen Problems auf die Randwertaufgabe der 
Bipotentialgleichung zurückführt. Außer den ebenen Problemen sind vor allem die achsen- 
symmetrischen einer Behandlung nach dieser Methode zugänglich, da sich hier (wie im ebenen 
"allı die Zahl der unabhängigen Ortsveränderliehen auf zwei reduziert. Das Analogon zum 
Airyschen Ansatz ist hier die von ©. Weber') angegebene „Umdrehungsfunktion*. Älter 
ist ein von diesem verschiedener Ansatz von Love’), durch den das Problem ebenfalls auf 
die Bipotentialgleichung zurückgeführt wird. Dieser letztere Ansatz zeichnet sich vor dem 
Airy-Weberschen dadureh aus, daß sich die Verschiebungen durch einfache Ableitungs- 
bildung aus einer Oberfunktion ergeben, daß man also bei vorgeschriebenen Verschiebungs- 
randwerten nieht den Umweg über weitere Hilfsfunktionen’), oder eine Integration’) ein- 
schlagen muß. 

Der unübersichtliche Weg, auf dem Love seine Funktion herleitet, läßt den Wesens- 
untersehled gegenüber der Airvfunktion nicht deutlich werden. Man kann die Lovesche 
"unktion nämlich ganz besonders einfach erhalten (und mit ihr ihr ebenes Analogon, was für 
die Parallelbehandlung gleiehgearteter Probleme von größtem Vorteil ist), wenn man von den 
Cauehyschen Gleichungen, ausgedrückt in den Verschiebungen, ausgeht. Diese lauten 
ın Vektorform: 


(A+2u)graddivu— urotrtu=0 . . 


Mit gradyg +rota wird daraus: 


lın ebenen und achsensyinmetrischen Fall hat a nur eine Komponente: 


Lu 
Aus (2?) wırd daher: 
\ \ 
ch). 
02 r 00 
Durch 


wird die erste dieser Gleichungen identisch befriediet und aus der zweiten erhält man ın 
beiden Fällen II 


Die Versehiebungskomponenten (bzw. q, 90°) stellen sieh dar dureh 


‚+ u 
i+2u ‚+ u i+2u 


woraus sieh die Spannungen ohne Schwierigkeit herleiten lassen’). Eine unmittelbare An- 
wendung dieser Gleichungen bilden die Formeln, die «ie Beanspruchung eines unendlich aus- 


(In 


sedehnten Mediums dureh eine Einzelkraft darstellen. Durch = R bzw. 


I re 2°] erhält man die Beanspruchung des Raumes bzw. der Ebene dureh 
u) bzw. im Punkt (0,0), durch lineare Kombination dieser Bi- 


potentiale mut «den VPotentialen P, R bzw. 
| 


die von Halbraum bzw. Halbebene®). Zur Lösung eines kom- 


plizierteren Problems ist der Ansatz in der unter °) zitierten Arbeit des Verfassers verwendet. 
399, 11 
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12. Elastisch-strenge Lösungen zur Kerbwirkung bei Scheiben 
und Umdrehungskörpern '). 


Von Heinz Neuber in München. 


Mit Hilfe isometrischer Koordinaten werden Spannungsfunktionen angegeben, welche die 
an kerbartig gekrümmten Randflächen auftretende Spannungserhöhung jeweils als Funktion 
des Krümmungsmaßes der Kerbe zu berechnen gestatten. 

Für Scheiben genügt die Angabe der Airyschen Spannungsfunktion F, einer biharmo- 
nischen Funktion, deren erste Ableitungen nach eartesischen Koordinaten (#,y) längs des un- 
belasteten Randes konstant sind. Wir gehen auf ein isometrisches Koordinatensystem u, r 
über, so daß 

Alle harmonischen Funktionen in = und y sind nun zugleich solehe in « und ». Die biharmo- 
nischen Funktionen erhalten wir aus den harmonischen durch Multiplikation mit .„w oder). 
ö,„ sel die Spannung normal zu einer Linie #« = const., entsprechend 5, und 7,,. Wir erhalten 
nach den Reeeln der 


HKoudu 
(2). 
lo | 
T 
hor\hon 
1. Die symmetrische Außenkerbe unter Zug (Abb. I u. 2. 
Bezugsnetz: c=&inucosv, y=&ojusinv . . . 


Die Scheibe (Dieke Ad) ıst in Riehtung der X-Achse auf Zug beansprucht (Resultierende 7’) und 
längs einer Hyperbel », lastfrei. Es wird: 


F p —— (yr—sın'v, :e"costv), P=9 ch) 
"„+-sinr, cosr, 2ad 
>| A Ad 
ax a | ; - 
| te | +1 
0 
| 
(A| 
\ 
++ + 
/ 
a 
Abh.®], Abb, 2: 
2. Der symmetrische Vorsprung unter Zug (Abb. 3 u. A). 
8 J u 


Die »-Linien sind für großes « oder r geradlinig, Jedoch tritt in der Nähe des Ursprungs 
eine Auslenkung nach Art eines Vorsprungs ein. Die Scheibe ist längs einer Linie r, last- 


I) Hierbei möchte ich Herrn Prof. Dr. L. Foöpp!| für seine Anregungen meinen ganz ergebensten Dank zum 
\usdruck bringen. 

Föppl: Konforme Abbildung ebener Spannungszustände, ZAMM, Bd. Il, 1031, 8. s1. 

11. Neuber: Beiträge für den achssymm. Spannungszustand, Diss. Minechen 1199, 6. 
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frei und in der X-Riehtung, vom Vorsprung abgesehen, gleichmäßig auf Zug beansprucht 


Spannung pl. Es wird: 
Ad l 2 8% Sy 


r 
> 
— EN 
| | | 
a 
Abb: 3; Abb. 4. 


kann eine Spannungsfunktion ® be- 


Für Umdrehungskörper bei Torsionsbeanspruchung 
des lastfreien Randes konstant ist. 


welche längs der Spannungslinien und 


nutzt werden’, 
Wir nehmen auf Ellipsoidkoordinaten entsprechend den Gl. (3) mit r statt y Bezug. Die 
Differentialeleichung für hat dann die Form’): 
sol’ + sin’ r — |sın 
3. Die Umdrehungsaußerkerbe bei Torsionsbeanspruchung (Abh. 5 u. 6). 
Der Umedrehungskörper sei längs einer Hvperboloidfläche lastfrei. Es wird"): 
3(1-+-cosv,) sin?’ v 2M Aa 0 
Aa 
-| 
.  Näherunesformel: 7... - 0,18 — 0,57 
2] 
u} 


Abb. >. 


4. Die Umdrehungsinnenkerbe unter Torsion (Abb. 7 u. Sı. 
kKın auf Lorsion beanspruchter Zylinder vom Radius 5 besitzt in seinem Innern einen 
Hohlraum von der Gestalt eines Umdrehungsellipsoids (#,), dessen Radius a gegenüber b so 
klein sei, «daß die durch den Hohlraum hervorgerufene Störung für r=b bereits praktisch 


als abeeklunzeen anzeesehen werden kann. Dann wird: 


Th. Pöschl: ZAMM, Bd. ?2, 1932, S. 197: R. Sonntag, ZAMM, Bd. 9, 1999, 8. 1. 
Verl, Pos h]: 142 
Dis ist schan hbeksmnnt (vel. jedoeh fehlt offenbar noch Ihre Dentingr rahmen der Kerh 
\ \ ıllı «die | ne] x als von 


77 
2 
440 
1 \ | | 
| | | | 
| | 
777, 20 40 60 7 
a 
\bb. 6. 
| | 
3 


IBeW. 


lech. 


ıcht 


(S). 


be- 
ist. 
Die 


nen 
so 


isch 


(erh 


Band 13, Heft 6 


ee Vorträge der Hauptversammlung in Würzburg 441 
| | 2 Ma 7 
u ) ze Kot’ u, 
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Aa 
are te | | 
= wenn bzw. In "wenn wird’): (13), 
| 1/2 
( .) 2 
r a4 
(T,) 
„4 
) 
Abb. 7. Abh. 8. 


Eine achsiale Bohrung von nicht allzu großem Durchmesser würde die Spannungsverteilung 
nieht wesentlich verändern, da das Material in der näheren Umgebung der Achse an Torsions- 
oleichgewiecht kaum teilnimmt. 

Für den gekerbten Umdrehungskörper bei Zug- oder Druckbeanspruchung wurden die 
Lösungen vom Verfasser mit Hilfe von Kugelfunktionen bereits an anderer Stelle *) abgeleitet. 
Es sollen hier nur die Endformeln veröffentlicht werden. Wieder gelten Ellipsoidkoortdinaten. 
Die Normalspannungen sind o, (normal zu den Ellipsoiden). entsprechend #, und die Ring- 
spannung 07. Die im Kerbgrund auftretende maximale Spannung sei jeweils mit © 


an 
(derselben Stelle wirkende Ringspannung mit o, bezeichnet. 


[7] 
(0, ) 
(0; ) 
) 
7a 
Abb. Abh. 
‘) Für I erhält man mit Hilfe der aretge-Reihe  p, was in Polarkoordinaten leicht nachzuweisen Ist. 
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3. Die Umdrehungsaußenkerbe unter Zug (Abb. 9 u. 10). 


(o5 lı a \ A | 
| Ad A 2 A 
6 I--0,5 hierin ist p (16), 
Näherungesformeln 
„, | 
(9) 
N 7 >| 
(0, ) ? 
bb. 11; 


6. Die Umdrehungsinnenkerbe unter Zug (Abb. IT und 12)'"). 


Hierin ıst 

P=> | | für e eilt wieder Gl.(13) (20). 

Näherungesformeln 
1,6 +005+078), 0, . 2.2222... 


Da «die Spannungen in allen Fällen vom Kerbgrund weg außerordentlich schnell ab- 
klingen. werden «die jeweiligen Endformeln auch für ähnlich gestaltete, in der Technik vor- 
kommende gekrümmte Randflächen (vgl. Abb. 
13 bis 16) mit ziemlicher Genauigkeit anwend- 
bar sein, wofern es sich nur in der näheren 
Umgebung des Kerbgrundes um gleichartige 
Oberflächenform handelt. 

Bei Maschinenteilen, die schnellem Be- 
lastungswechsel unterworfen sind, kommt den 
hier gegebenen Formeln besondere Bedeutung 
zu, da die Bruchgefahr dann erfahrungsgemäß 
in hohem Maße von der Kerbwirkung abhängt. 
\bb. 13 bis 16. - 407, 12 
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13. Mathematische "Theorie des Schwingenfluges. 
Von Werner Schmeidler in Breslau. 


Es wird die Theorie eines schwingenden Flügels entwickelt, bei dem gleichzeitig 
die Flügeltiefe als zeitlich varıabel angenommen wird. Obwohl dies bei den Vöreln 
kaum zutrifft, kann die dargestellte Theorie nieht insofern mit dem Vogellluge in Verbindung 
oebraeht werden, als infolge der verschiedenen Durchlässiekeit eines Voreltlügels bei 
versehiedenen Anstellwinkeln sieh Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte ergeben, «die bei 
veometrisch fest vorzerebenem Profil nieht allein dureh die Verschiedenheit der Anstellwinkel 
erklärt werden können. Es liegt daher nahe, zum Ersatz für diese sonst theoretisch schwer 
erfaßbaren Unterschiede eine „äquivalente* Flügeltiefe einzuführen und während der Bewegung 
in geeigneter Weise variiert zu denken. Ein weiteres Interesse für die theoretische Unter- 
suchung des neuen Prinzips beruht auf dem alten Problem derteehnischen Verwirklichung 
des Schwingenfluges, das bekanntlich sehon die Väter der heutigen Fliegerei, wenn auch 
erfolglos, beschäftigt hat. Wenn hier angeregt wird, dieses Problem mit der neuen Variante 
der gleichzeitigen Veränderung der Flügeltiefe als technische Aufgabe in Angriff zu nehmen, 
so kann sich der Verfasser dabei auf die unter seiner Leitung im Versuchsflugzeuerbau der 
Technischen Hochschule Breslau geleisteten Vorarbeiten über Flugzeuge mit im Flug veränder- 
lichen Tragflächen berufen. Der Reiz der Aufgabe, deren Schwierigkeiten nicht unterschätzt 
werden, liegt in energetischen Vorzügen des Schwingenflugzeugs gegenüber dem Propeller- 
ugzeug, die besonders hervortreten, wenn der Antrieb der Schwingbewegung mit Hilfe eines 
kesonanzprinzips erfolgt. 

Die mathematische Durchführung geht wie die Prandtlsche "Theorie des Normal- 
Nugzeugs von der ebenen Potentialströmung um ein Profil aus, dessen Tiefe aber jetzt zeitlich 
variiert, während gleichzeitig das Profil nieht nur eine Translationsbewegung. sondern infolge 
des Sehwingens auch eine (periodisch veränderliche) Drehbewegung relativ zur Luft aus- 
führt. Die zeitlich veränderliche Zirkulation kann dann mit der zeitlich veränderliehen 
"lügeltiefe in eine Ähnliche Relation gebracht werden, wie dies im Normalfalle geschieht: 
der induzierte Widerstand ist dabei natürlich auch zu berücksichtigen. Während aber im 
Normalfalle die Koeffizienten der Zirkulation durch Gleichungen berechnet werden können, 
geschieht dies jetzt durch Differentialgleichungen. Es gelingt, eine periodische Näherungs- 
lösung dieses Differentialgleiehungssystems anzugeben und dadureh zeitliche Mittelwerte für den 
Auftrieb und den an Stelle des Widerstandes sich ergebenden Vortrieb zu erhalten, die 
in konkreten Fällen über die zu erwartenden Kräfte näherungsweise Aufschluß geben. 390, 15 


14. Der Umschlag von Oberflächenwellen. 
Von M. Schuler in Göttingen. 


Im folgenden will ich von einer bisher unbekannten Erscheinung bei Oberflächenwellen 
des Wassers berichten, die ich beobachtet habe. Es handelt sich um den Wellenumschlag 
von einer laufenden Welle in eine stehende Welle, die aber senkrecht zur laufenden Welle 
schwingt. 

Ich hatte Herrn Dimpker veranlaßt, die Wellen zu studieren, die von einem an der 
Oberfläche des Wassers schwingenden Körper ausgehen. Die Versuche wurden im Institut 
für angewandte Mechanik der Universität zu Göttingen durehgeführt. Als Versuchskörper 
(Abb. I) hatte ich einen halb eingetauchten Zylinder, eine ebene Platte und einen Keil gewählt. 
Die Körper wurden in einem Tank so aufgehängt, daß sie von einer Tankwand zur anderen 
reichten. Dadurch kann man die Körper für die Rechnung als unendlich lang ansehen. 
Dureh einen Elektromotor wurde der Versuchskörper in vertikale Schwingungen versetzt. 
Durch die periodische Wasserverdrängung entstehen Wellen, die rechts und links von dem 
Körper weglaufen. Lamb hat die Wellen berechnet, die von einer unendlich langen, plötz- 
lich belasteten Linie an der Wasseroberfläche ausgehen. Daraus hat Dimpker die Wellen- 
eleichung für eine an der Wasseroberfläche schwingende Linie abgeleitet. Durch Integration 
über den Körper erhielt er dann die Wellengleichung für den an der Wasseroberfläche 
schwingenden Körper. Die berechneten Wellenamplituden wurden verglichen mit den im 
Experiment gemessenen Wellenamplituden. Es zeigte sich, daß die Reehnung für die sechwin- 
gende Platte gut stimmt. Für den Zylinder stimmt wohl die Form der Funktionskurve 
(4 = Wellenamplitude; » = Frequenz des schwingenden Körpers). Aber die be- 
rechneten Amplitudenwerte sind hier stets erheblieh größer als die gemessenen. Dies kommt 
wohl daher, daß der Lambsche Ansatz, von dem Dimpker ausgegangen ist, nur für die an 
der Oberfläche schwingende Linie gilt, während der Zylinder bereits eine endliche Eintauch- 
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tiefe besitzt. Dies Problem wird zur Zeit in Göttingen weiter untersucht. Abb. 2 zeigt eine 
laufende Welle, die schräg von oben photographiert ist. a ist der halb eingetauchte Zylinder, 
der dureh die Stützen (b) in vertikale Schwingungen versetzt wird. Der Zylinder schwingt 
im Augenblick der Aufnahme nach unten. Am Zylinder entstelit gerade eine neue Welle, 
während die vorherige Welle als heller Strieh (ce) auf dem Bilde sichtbar ist. Sie läuft um 
eine Wellenlänge voraus von dem Zylinder weg. In Abb. 3 sieht man die Welle längs der 
Tankwand laufen. Die Wand trägt ein Maßnetz, so daß Wellenlänge und Wellenamplitude 
abzemessen werden können. Bisher läuft das Experiment genau, wie dies die Theorie er- 
warten läßt. Ich will darauf nicht weiter eingehen, da diese Ergebnisse in der Dissertation 
von Dimpker veröffentlicht werden. 

Steigert man aber die Frequenz des schwingenden Zylinders, so kommt eine ganz un- 
erwartete Erscheinung: es entstehen auf den weglaufenden Wellenkämmen Kräusel, wie dies 


Abb. 1. 
Querschnitt der Versuehskörper a= Zylinder; 
h Platte; e= Keil. Abb. 2. 
+4 


Abb. 3. Abb. 4. 
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auf Abb. 4 zu sehen ist. Der Zylinder schwingt nach unten, und an dem Zylinder entsteht 
eine neue Welle. Der Wellenkamm ist aber jetzt nicht mehr glatt, sondern ein Gekräusel. 
Der davorlaufende Wellenkamm ist auf der Abbildung auch noch zu sehen, und er ist eben- 
falls schon etwas gekräuselt. Der Zylinder trägt einen Maßstab, um die Größe der Kräusel 
ausmessen zu können. Einen Augenblick später erhält man Abb. 5. Die Kräusel ziehen sich 
zu größeren Kräuselballen zusammen, und noch etwas später erhält man ein Wellenbild 
nach Abb. 6. Die laufende Welle ist fast ganz verschwunden. Sie ist in eine stehende 
Welle umgeschlagen, die senkrecht zu der ursprünglichen Welle in Riehtung der Zylinder- 
achse schwingt. Die Anzahl der stehenden Wellen ist bei begrenztem Tank dadurch gegeben, 
daß die stehende Welle die halbe Frequenz des schwingenden Erregers hat und gleichzeitig 
ein ganzes Vielfaches der stehenden Welle zwischen den Tankwänden sein muß. 


Um die Ursache des Wellenumschlags zu finden, "habe ich zunächst verschiedene 
schwingende Körper, außer dem Zylinder auch die Platte und den Keil untersuchen lassen. 
Auch hier trat der Wellenumsehlag ein. Wir erhalten also den Satz: Die Möglichkeit des 
Wellenumschlags hängt nieht von der Form des schwingenden Körpers ab. Darauf- 
hin prüfte ich, ob die Echowirkung der Tank wand die Ursache sein könne. Ich ging mit dem Modell 
in einen sehr großen Wassertank; aber hier trat der Wellenumsehlag ebenso ein, und zwar un- 
abhängig von der Riehtung, in der die Tank wände zur Zylinderachse liefen. Daraus ergibt sich der 
Schluß: Der Wellenumschlag hängt nicht von der Begrenztheit des Tanks ab. 
Nun sagte ich mir, daß wahrscheinlich die Begrenztheit des Modells ın der Achsenrichtung 
die Ursache des Wellenumschlags sei. Denn die Reehnung, welche die laufende Welle er- 
gibt, gilt nur für einen unendlich langen Zylinder. Die Modelle haben aber an ihren Enden 
einen singulären Punkt. Nun kann man keinen unendlich langen Zylinder herstellen, aber 
man kann einen unbegrenzten Zylinder machen, indem man den Zylinder zu einen Ring zu- 
sammenbiegt. Noch einfacher ist es, wenn man eine Kugel nimmt, die halb ins Wasser ein- 
getaucht ist und vertikal schwingt. Diesen Versuch hat vor kurzem Herr Holstein im 
Institut für angewandte Mechanik zu Göttingen auf meine Veranlassung hin gemacht. Bei 
niederen Frequenzen entstehen ringförmige Wellen, die von der Kugel weglaufen. Steigert 
man nun die Frequenz, so erhält man Abb. 7. In der Mitte sieht man die Kugel, «die mit 
einer Maßteilung versehen ist. Sie sendet gerade eine ringförmige Welle aus, deren Kamm aber 
bereits stark gekräuselt ist. Der voranlaufende Wellenring ist ebenfalls auf dem Bild zu 
sehen; er ist auch gekräuselt. Einen Augenblick später ist auch hier der Wellenumschlag 
eingetreten, wie dies aus Abb. S zu sehen ist. Wir haben sechs stehende Wellen, die jetzt 
radial laufen. Die ursprüngliche laufende Welle ist fast ganz verschwunden. Die Maßteilung 
der Kugel gestattet, die Größe der Welle auszuwerten. Auch bei der Kugel ist die Frequenz 
der stehenden Welle die Hälfte der Frequenz des Erregers. Wir kommen also zu dem 
Schlusse: Der Wellenumschlag hängt nieht von der Begrenztheit des Er- 
regersab. 
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Der Wellenumsehlag muß nach diesen Versuchen eine rein hydrodynamische Ursache 
haben. Die umgeschlagene stehende Welle muß in den hydrodynamischen Differential- 
eleichungen mitenthalten sein, von denen bisher als Lösung nur die laufende Welle bekannt 
Ist. Der kritische Punkt des Wellenumschlags hängt nach unseren Versuchen nieht nur von 
der Freenmenz, sondern auch von der Amplitude des schwingenden Körpers ab. Besonders 
erstaunlich ist, daß die umgeschlagene stehende Welle senkreeht zu der ursprünglichen lau- 
fenden Welle steht. Leider kann ich hier noch keine Theorie des Wellenumschlags geben. 
Das Problem ist ein räumliehes und deshalb besonders schwierie mathematisch zu behandeln. 
Trotzdem will ich meine bisherigen Versuchsergebnisse mitteilen, denn soviel ich weiß, ist 
noch mie über solche Umsechlagserscheinungen berichtet worden. 392, 14 


15. Über die Ermittlung der Rohreinlaufströmung aus den 
Navier-Stokesschen Gleichungen. 
Von @. Vogelpohl in Berlin. 

\us «dem Institut für Teehnische Strömungsforschung an der Technischen Hochschule Berlin.) 

Die Beobachtungen Gibsons über den Eintritt der Turbulenz im Kreisrohr') gaben 
dem Verfasser Anlaß, von den Navier-Stokesschen Gleichungen ausgehend eine Behandlung 
der Rohreinlaufströmung zu versuchen. Die niehtlinearen Gleichungen sollen in der üblichen 
Weise gelöst werden, daß man, von einer brauchbaren Grundlösung als erster Näherung aus- 
zehend, in der Bestimmungsgleichung für die zweite Näherung die quadratischen Glieder 
vernachlässigen kann. 

In dem Vortrag wurde die Auffindung der Grundlösung behandelt, der Gedanke ist 
folgender: Betrachtet man den stationären Verlauf des Überganges von der geradlinigen Ge- 
schwindigkeitsverteilung bis zur Poiseuilleschen Parabel von einem Koordinatensystem 
aus, das sieh mit der mittleren Geschwindigkeit e entlang der Rohrachse bewegt, so wird in 
diesem der Vorgang nichtstationär. Andererseits sind die radialen Komponenten der Ge- 
schwindigekeit klein gegenüber den achsialen, vernachlässigt man sie in erster Näherung, so 
ergibt sich zur Beschreibung des Vorgangs eine Gleichung vom Typ der Wärmeleitungs- 
eleiehunge, in der das Druckglied als Störungsfunktion eingeht. 

Daß die Mögliehkeit nahegelegt wird, auf diesem Wege eine brauchbare Näherungs- 
lösung für die Gesehwindigekeitsverteilung zu finden, zeigte ein vorgeführter Versuch, wie ihn 
Herr Prof. Föttinger in seinen Vorlesungen über Strömungsphysik an der T. H. Berlin 
zu bringen pflegt. 

Liegt die Rohrachse in der Z-Riehtung des Zylinderkoordinatensystems und macht man 
die Gleiehung durch Einführung geeigneter Veränderlicher dimensionslos, so lautet sie 

de l dc 
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wo zur Beschreibung des stationären Vorgangs in erster Näherung t=z/e gesetzt werden 
kann. Die Lösung der homogenen Gleichung kann in der Form e= IT}: J, (£;: r) angesetzt 
werden, entwickelt man das Druckglied nach Besselschen Funktionen — man multipliziert 
mit I so erhält man für 7, eine gewöhnliche lineare Differential- 


eleichunge und für e die Lösung 
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Hierin bedeuten €, als Integrationskonstanten die Koeffizienten der Entwicklung der zur Zeit 
! 0 vorgegebenen Geschwindigekeitsverteilunge nach Besselschen Funktionen erster Art. 
Ist «das Druckgefälle als Funktion der Zeit gegeben, so ist die Berechnung von e ohne 
weiteres 

Die hier aufzeworfene Fragestellung erfordert dagegen, das Druckgefälle so zu be- 
stimmen, daß die mittlere Geschwindigkeit e konstant bleibt, das führt auf die Volterrasche 
Interraleleichung erster Art 


! L 
op sk? (t—r) 
\ — e -\ \ 
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I, Phil. Mag. 7. Reihe, Bd. 15 (10933, Nr. 99,8. 637/47. Bericht des Verf. über die Gibsonsche Arbeit nebst 


tischen Anmerkungen in Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Bd. 4 (1933). Nr. 3, S. 154/55. 


geWw. 
lech. 


che 
nnt 
von 
lers 
lau- 
en. 
eln. 

Ist 

14 


ben 
Ing 
hen 
der 


ist 
em 
so 


ihn 


Ian 


len 
tzt 


ert 


(1). 


‚eit 
INe 


he- 


st 


jand 13, Heft 6 . - 
Dezember 1933 Vorträge der Hauptversammlung in Würzburg 447 


die sieh nach einer von Whittaker angerebenen Methode?) lösen läßt. Man erhält 


ce 
k— 
wo die a; die Wurzeln der Gleichung - „1 bedeuten, es ist a, =0, a, 26.374, 
k=1 
a, = — 70.849, a, = — 135.023, a, = 218.922. 


Für größere Werte von k gilt näherungsweise a, —=4t 5°. 

Einsetzen von (2) in (1) ergibt für e Geschwindigkeitsverteilungen mit konstanter mittlerer 
Geschwindigkeit: sofern man das nichtstationäre Problem ins Auge faßt. handelt es sieh um 
eine exakte Lösung der Navier-Stokesschen Gleichungen. Die Brauchbarkeit als erste 
Näherung für die Rohreinlaufströmunge muß noch dureh die Bestimmung der weiteren Nähe- 
rungen erwiesen werden. 04, 15 


16. Analytische Ausbildung von Schnelldampferformen. 
Von Georg Weinblum in Berlin. 


In einer früheren Arbeit’) habe ich gezeigt, wie man mit Hilfe des Michellschen 
Integrals,. ausgehend von geeigneten Polynomen, Schiffsoberflächen geringsten Wellenwider- 
standes ableiten kann. Die gewonnenen Resultate erstreckten sieh nur auf größere Froudesche 
Zahlen $: an der unteren Grenze (5 => 0,30) trat eine Streuung der Ergebnisse ein, welche 
aber nur auf eine Ungenauigkeit der dureh die Rıtzsche Methode bedingten Rechnungs- 
verfahren zurückzuführen ist. Es wird hier deshalb das Gebiet der Froudeschen Zahlen 
von etwa 0,26 bis 0,32 dureh direkte Auswertung des Integrals für verschiedene Sehiffsformen 
eingehender untersucht; ich nenne diesen Bereich den der Schnelldampfergesehwindigkeit, 
die Ergebnisse gelten natürlich ebenso für andere Fahrzeuge mit einem nicht zu geringen 
Tiefgangesverhältnis. 

Frühere rechnerische Untersuchungen haben in Übereinstimmung mit experimentellem 
Material erwiesen, daß zur Erzielung eines geringen Wellenwiderstandes bei diesen Gesch windig- 
keiten nur kleine Schärfegrade 9/5 in Frage kommen; wir können daher den Kern unserer 
Aufgabenstellung dahin formulieren, daß wir für verschiedene Schiffslinien die Werte des 
Schärfegrades festzustellen suchen, welehen ein Minimum des Wellenwiderstandes entspricht. 
Diese Fragestellung ist jetzt praktisch noch wichtiger als früher, weil dureh die Reduktion von 
Baugewichten Beschränkungen im Völliekeitsgrad aus anderen Gründen immer mehr wegfallen. 

Zunächst werden einige Spantllächenkurven von Taylor durch Polynome angenähert 
und der zugehörige Wellenwiderstand berechnet: in guter Übereinstimmung mit Versuchs- 
erzebnissen zeigt sich, daß für die gewählte Form das Widerstandsminimum bei einem 
Schärfeerad von etwa 0,52 erreicht wird. In ähnlicher Weise wird die Abhängigkeit des 


Widerstandes vom Schärfegrad für eine Kurvenschar a, untersucht. 
Schreiben wir die Bedingung = 0 vor, so fällt der Widerstand bis zu einem Schärfe- 


erad von = 0,48: mit zunehmender Völligkeit wächst der Widerstand außerordentlieh 
schnell, was aber noch einer experimentellen Bestätigung bedarf. Machen wir dagegen den 


7 


Eintrittswert I. so werden diese Sehiffslinien für höhere Schärfegerade und 


Froudesche Zahlen anscheinend sehr brauchbar, dagegen versagen sie allgemein für kleinste 
Völliekeiten und geringere Geschwindiekeiten: das Widerstandsminimum ist bei einem 
Schärfegrad von zirka 0,54 bei nicht zu kleinen Froudeschen Zahlen zu erwarten. 

Die Rechnung zeigt, daß fast alle Schnelldampfer vom Standpunkt des Widerstands 
aus zu völlig ausgeführt sind. Es ist noch nicht gelungen, mit diesen und ähnlichen Spant- 
Hächenkurven im betrachteten Geschwindiekeitsgebiet rechnerisch bessere Ergebnisse, als 
sie den Standardschiffen Taylors entsprechen, zu erreichen. Man wird daher die Sehnelldampfer 
meist mit einem Bugwulst versehen: als praktische untere Grenze für den Schärfegrad ıst dann 
etwa 0,54 zu nennen, welche dureh eine völlizgere Ausbildung des Hinterschiffes noch etwas 
überschritten werden kann. Der Kreis der möglichen Formen ist mit dieser Untersuchung 
nieht erschöpft: vor allem soll eine aussichtsreiche Kombination der günstigsten hier er- 
mittelten Form mit einem Bugwulst untersucht werden. Aber es ist kaum zu erwarten, daß 
wesentlich neue positive Ergebnisse mit anderen Linien zu erreichen sind. 103, 16 


2, Proe. Roy. Soe. London, Series A, 94, 1018, S. 367 IT. 
3, Schiffe geringsten Widerstandes, Int. Kongr. f. Mech., Stockholm 1930. 
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17. Berechnung von Achsialturbinen durch Streckenprofilgitter. 
Von Fritz Weinig in Berlin. 
(Aus dem Institut für Technische Strömungsforschung, Technische Hochschule Berlin.) 


Der Berechnung achsial durehströmter Turbomaschinen legt man die ebene Strömung 
dureh ein geradachsiges Gitter aus Schaufelprofilen zugrunde. Im Grenzfall sehr enger 
Teilung ist die Stromfadentheorie, im Grenzfall sehr weiter Teilung die einfache Tragflügel- 
theorie anwendbar. Eine Verbindung von der Tragflügeltheorie zur Stromfadentheorie stellt der 


Kutta-Joukowskische Satz dar. Mit w, = = “ (Abb. 1) wird die auf ein Profilstück 


der seitlichen Austdehnune dr auseeübte Kraft 


P-o-I.w-dr d(o=Dichte), (/'= Zirkulation). 
Hierbei ıst 
Mu,)t. P steht senkrecht auf w,. 


Kine Möglichkeit, weitere Lücken zwischen Stromfadentheorie und Tragflügeltheorie 
auszufüllen, ıst die der gleichwertigen Streckenprofilgitter. Es läßt sich zeigen, daß es zu 
jedem Gitter aus beliebigen Profilen ein Gitter aus Strecken als Profilen gibt, welches ihm 
bezüglich der ausgeübten Strömungskräfte bzw. bezüglich der Ablenkung der Strömung gleich- 
wertig Ist. Damit zerfällt praktisch unsere Aufgabe in zwei Teile: erstens die Strömungs- 
kräfte bzw. die Ablenkung der Strömung durch ein Streckenprofilgitter zu berechnen, zweitens 
das zum gegebenen beliebigen Profilgitter gleichwertige Streckenprofilgitter zu bestimmen. 

Für die Strömung durch Strecekenprofilgitter findet man mit Benutzung der Methoden 
der konformen Abbildung 


"(#1 5) (Abb. 2) stellt also das Vielfache der Kraft dar, welche ein Streckenprofil im Gitter- 
verbande unter gleicher Anstellung d=ß8— o(Abb.1) erfährt wie ein alleinstehendes Streckenprofil. 
Statt mit den Kräften kann man auch mit den Strömungsriehtungen (Abb. 1) rechnen: 
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Ein Gitter aus beliebigen Profilen läßt sich immer auf ein Gitter aus Streekenprofilen 
konform abbilden. Eindeutige wird diese Abbildung, wenn man vorschreibt, daß die Teilung 
die gleiche sein soll und daß die Zusammenflußpunkte sieh entsprechen. Im Unendlichen vor 
und hinter dem Gitter finden beim Übergang aus der einen Strömungsebene in die andere 
weder Verzerrungen noch Drehungen statt. Diese sind z. B. auch nieht bei der Abbildung 
der ablenkungsfreien bzw. querkraftfreien Strömung vorhanden: Richtung und Geschwindigkeit 
dieser Strömung sind in beiden Ebenen im Unendlichen die gleichen. Ist dies aber der Fall, 
so sind aueh bei anderen entsprechenden Strömungen die Richtungen und (eschwindiekeiten 
beim Zufluß bzw. beim Abfluß einander entsprechend gleich. Die eindeutige Abbildung ist 
also hinreichende Voraussetzung für die gleiche Ablenkung und somit für gleiche Strömungs- 
kräfte beim Streekenprofilgitter wie beim Ansgangsgitter, d. h. also für die Gleichwertigkeit. 
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Abb. 4. 


In den Grenzfällen ist die Bestimmung des zu einem beliebigen Profilgitter gleichwertigen 
Streekenprofilgitters ganz einfach. Bei sehr großer Teilung entspricht einem Profil die gleiche 
Strecke im Gitterverbande, die ihm auch alleinstehend entsprechen würde. Bei sehr enger 
Teilung ist die Abflußriehtung durch das Austrittsende gegeben und von der Zuströmriehtung 
unabhängig, somit die Riehtung der gleichwertigen Streckenprofile die Riehtung «der Austritts- 
enden. Die Länge wird gegeben durch den Potentialunterschied zwischen Eintritts- und 
Austrittsende, gemessen in der Abflußgeschwindigkeit. 


In der Nachbarschaft dieser Grenzfälle lassen sich die gleichwertigen Streekenprofilgitter 
durch gewisse Näherungsbetrachtungen bestimmen. Als Beispiel seien hier die Ergebnisse 
für Gitter aus Kreisbogenprofilen mit Zentriwinkeln 30°, 60°,.90° mitgeteilt (Abb. 4). 


Man erkennt aus diesen Ergebnissen, daß schon bei nicht besonders kleinen Wölbungen 
und nieht besonders großen Teilungen die Gitterprofile praktisch meist genau genug dureh 
die gleiche Strecke ersetzt werden können, wie das alleinstehende Profil. Solche Verhältnisse 
liegen aber gerade sehr häufig vor bei achsial durehströmten schnellaufenden Turbomasehinen. 
Im allgemeinen nieht zu vernachlässigen ist aber der Gittereinfluß, der dureh den Koeffi- 
zienten k wiedergegeben wird. 105, 17 


| 
| 
/ | / + | 


KLEINE MITTEILUNGEN 
Zeichnerische Lösung gewöhnlicher Riehtkurvensehar 


Differentialgleichungen 1. Ordnung mit- 
teils Funktionsteilungen. |. Dei «er zeiech- 
l.ösunz zewöhnlicher Differentialglei 
Ordnunz kommt es darauf an, die 
bene innerhalb des Zeichenbereichs mit einer zra 
Tabelle zu bedeeken,. so dab an jeder 


nerisehen 


ehungzen 1. 


phischen 


Stelle die durch gegebene Rich 
ejnweetraeen werden kann. Beim Runge 
sehen  Isoklinenverfahren müssen die Kurven 
y eonst vezeichnet werden. Die praktische 


nieht selten an der Schwie 
riekeit, die die Berechnung dieser Kurven zuweilen 
bietet. Es simd daher mehrere Wege erdacht. wie 
man (die zewebene Funktion in vereinfachter Form 
verwenden kann. Dies Ziel erstrebt auch das fol 
Verfahren. 


scheitert 


U 
(72) 
(1) (&) 
(1%) 
Y 
x 


Über die Funktion für, y) sollen die bei zeiehn« 


rischen Lösungen üblichen Voraussetzungen zeiten. 
> Die Riehtunzstabelle soll in folgender Weise 
hereestellt werden. Es werden (Abb. 1) zwei 
Kurvenseharen bestimmt, die Polkurven p und 
die Riehtkurven und durch Para 
meter einmdeutiv einander zuzewiesen. ‚Je zwe] 

iweordnete Kurven erhalten Funktionsteillungen, 


leren Punkte «dureh einen zweiten Parameter / 
eindeutie anfeinander bezoren sind. Die Para 


meter @ und 7 sind so bestimmt. daß die Verbin 
lungeszerade 7; AR; entsprechender Punkte entweder 
lanzente ler Normale der Interralkurve im 
Punkte R st. Die Polkurvensehar sei 


dann muß sein: 


d. h. die vier Funktionen g. yw. r, s 
der Bedinzungen erfüllen: 


müssen eine 


sia.t 
alle, 

r(a.t 
oder 

r(a.#)- af 

tIrla.t): s(la.t 

Im allzeemeinen sind daher «drei der Funktionen 


{rei wählbar; die vierte ist dann bestimmt. Durch 
veschickte Auswahl muß man versuchen. möglichst 
einfache Kurven und Teilunzen zu finden. Nur 
wenn das zelinet. ist eben das Verfahren anzı 
wenden. 

3. Man zeichnet nun so.  R, Sei der gerebene 
Anfangspunkt. Verbindet dann P,R, zwei gleich 
kotierte Punkte zuzeordneter «a-Kurven. so ist 
P,R, Tanzente bzw. Normale im Punkte A,. In 
beiden Fällen zeichnet man die Tanzente «dureh 
Rt, bis etwa zur Mitte benachbarter Riehtkurven. 
Dureh (diese Mitte zieht man die nächste Tangente 


so, daß P, R, wieder zwei Punkte «„leicher Kote 
zuzeordneter a-Kurven verbindet. So fährt man 
Iort. 

t. Die erste Annäherung verbessert man durch 


sukzessive Approximation. wie es Runge zuerst 
anzereben hat. Man integriert (Abb. 2) am besten 
mittels Stufenkurve nach dem Tangzentenverfahren. 
Aber es ist zu beachten, dab die Berührungspunkte 
auf den Tanzenten «der verbesserten Annäherung 
nieht in den Sehnittpunkten mit den Riehtkurven 
lieren. Um weiter zu muß man (die 
zweite Annäheruneskurve zeichnen und 
die neue Differentialkurve mit Hilfe von den 
neuen Tanzenten in den Sehnittpunkten der 
weiten Annäherungeskurve mit den Richtkurven 
konstruieren. Das ist etwas umständliecher als 


verbessern. 
wirklich 


beim Isoklinenverfahren. 

5. Am wiehtirsten dürfte der Sonderfall sein. 
wenn Polkurven und Riehtkurven als Parallelen 
zu den Achsen zewählt werden. Liegen sie z. B 


parallel zur 4-Achse und arbeitet man mit Tan 


venten. so wird man setzen: a 
s(z.1 
r) 


Hier kann man im allgemeinen nur nach s oder 
auflösen. Ist z unbekannt. so kommt die Bedin 
hinzu daß eine Funktion von r allein 
werden muß. Indem man besonders einfache 
Kurven und Teilunzen zu weitzehend vorschreibt. 
lassen sich überhaupt dureh solehe Bedingungen 
umeekehrt die Differentialeleiehunzen bestimmen. 
die besonders einfach lösbar sind, 

6, Schreibt man weiter vor. dab alle Polkurven 
zusammenfallen sollen und wählt die y-Achse als 
einziee Polkurve. so bleiht 


1, ]Jst Po Ru Normale. so wird man, falls die Riehtknrven 
rentieend dieht lieeen, die Tangente dureh einen kleinen 
Kreisboren um Po mit dem Radius Pu Ru ersetzen dürfen, 
so daß man besonders einfach nur mit dem Zirkel arbeitet. 
Vel. E.Stübler: Die Zahnforım des Stirnrades mit längster 
l,ebensdaner. Der Betrieb. Jahrg. 1920/21, Nr. 14. 
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Kleine Mitteilungen 


Hier kann noch y beliebiz zewählt werden. Man 

hat es jetzt mit dem Isopolenverfahren von 

(zuber-Veithen aber in andrer Anordnung 

zu tun. die vielleieht genauere Erzebnisse liefert). 
7. In Abh. 2 ist ein Beispiel durehgezeichnet: 


dy 2ry 


dr y? y 


Als Polkurven sind metrisch zeteilte Parallelen 

zur r-Achse zewählt: Y. Die Richt 

kurven sind auch parallel zur .„-Achse angzenom 

men. und zwar y==a, so dab bei Zeichnung mittels 
Y 2 


/ _ 


Tanzenten aus ' die Teilung der 


r t r? 
Riehtkurven folet. 


Ist der Anfangespunkt 4, (2: 0,5). so hat die In- 
tegeralkurve die Gleichung: N. 
Die erste Verbesserung berührte bereits (diesen 
Kreis zeiehneriseh genan. 


Frankfurt a. M. R. Neuendorff. 305 


über die Ableseunsicherheit an un- 
gleichmäßig geteilten Skalen (insbeson- 
dere am Rechenschieber). \uf einer wleich- 
mäßieen Skala sind die Werte > 

3 f. in vleiehbleibenden Abständen auf- 
vetraxen: eine ungleichmäßige Skala entsteht da 
dureh. daß man die Werte = f(r) aufträgt. Je 
nach der Wahl von 7 entsteht dann eine ganz be 
stimmte Skala. — Der Zahl 7, entspricht ein ganz 
bestimmter Teilstrich <, der Skala, der Zahl rs 
entspricht ‚Je weiter zwei aufeinanderfolzende 
Teilstriehe &, und &, auseinander liegen, desto 
nauer kann man «das Intervall durch Zwischen 
teilstricehe unterteilen. (desto wvenaner kann man 
Bruchteile zwischen .rı und schätzen. 
kleiner ist also die größte mörliche Abweichune 
oder Ableseunsieherheit zwisehen dem an der 
Skala ahrelesenen Werte und dem riehtieen (der 
etwa dureh Rechnung gefunden werden kann). Diese 
Unsicherheit », ist offenbar umgekehrt proportional 
dem Abstand zwischen den Teilstrichen 5, und 
der auf den Zahlenabstand ., =.» bezogen ist: 


Variiert man nun und trägt zu jedem .r das 
entsprechende #, als Kurve auf, so erhält man die 
Verteilung der Ableseunsicherheiten längs 
der Skala. das heibt die relative TUn 
sicherheit für jedes Intervall der Skala. 
Die einzelnen sind dabei Mittelwerte für 
lie  zueehörieen Intervalle. Wählt man nun 
(diese sehr klein. so erhält man statt «(les Mittel 
wertes die Unsicherheit an einem bestimmten 
Punkt. Man muß also .r, zu .r, werden lassen. 
d. h. vom Differenzenquotienten zum Differential 
qnotienten übergehen und daher schreiben 


1 
+ 
(f) 


lim vr, für = 2,. 


In abeekürzter Schreibweise bleibt das Wort lim 
fort. Man sieht. daß die relative Unsicherheit un- 


E. Czuber: Beitrag zur graphischen Integration der 
linearen 1. Ordnung. Zeitschrift 
für Mathematik u. Physik. Bd. +44, 1800. K. Leifhold: 
Uber die zeiehnerische Lösung von gewöhnlichen Diffe 
rentialgleiehungen 1. Ordnung nach dem Isopolen- und 
Strahlkurvenverfahren. Diss. Kiel 1022. 


mittelbar wleich ist dem reziproken Differential 
auotienten derjenigen Funktion, nach der die 
Skala hergestellt wurde Die prozentuale 
IUnsieherheit wird erhalten. wenn auf .r be 
zoeen. d. h. dureh .r dividiert wird. #, Ist außer 
dem noch von der Länze abhänzie. in der die 
vanze Skala aufeetragen wird. Das wird dureh 
einen Proportionalitätsfaktor zum Ausdruck 
eebracht; natürlich steekt in diesem Faktor aueh 
ein in gewissen Grenzen willkürlieher Anteil, je 
nachdem wie wvenau man zwischen zwei auf 
einanderfoleenden Teilstriehen ablesen zu können 
erlaubt, 
k-u, I; 
fir 
dr 


Bezeichnet nun die absolute Ableseunsicherheit 
am Punkte .r, einer ganz bestimmten Skala, so ist 
die prozentuale Unsicherheit unmittelbar gegeben 
(dureh: 


’„ ist andererseits dureh (die obige Gleichung be 
stimmt: daraus folgt: 


absol.Unsieherheit 


relat. Unsicherheit 


Es folet «das Beispiel der  logarithmischen 
Teilung. also der Skala des Reehenschiebers. Sie 
entsteht «dureh die Funktion fr) In.r. Die 
relative Ableseunsicherheit ist dann wereben 
dureh die Gleichung: 


d 


In .r | 


Wählt man statt des natürliehen Lorarithmus 
In) den Brizeschen. so ändert sieh ”, nur um die 
Konstante In 10, «die in A einbezoren werden kann. 
Die prozentuale Unsicherheit v7, ist 


Hy + k . 


Das beiteutet. dab die prozentuale Unsicherheit 
heim Ablesen an einer lorarithmischen Skala über 
die ganze Länge der Skala dieselbe ist. 

Für «die untere Skala eines 25 em-Rechen 
sehiebers bestimmt sieh folzendermaßen: Der 
Zwischenraum zwischen «der 1.0 und der 1.1 ist dureh 
% Teilstricehe unterteilt. mit deren Hilfe man die 
Zehntel des Intervalls und auch noch die halben 
Zehntel sieher ablesen kann. Die absolute Un 
sicherheit », beträgt daher an dieser Stelle + % 
eines halben Zehntels «des Teilstickes 11 1.0 
+ 0.0025: denn % 0,05 - (1.1 1.0) = 0.0025. 


+ 0,0025 und mit =1 


wird erhalten: 


Hp k- t 0.25 


Strenz venommen bereintlußt nicht nur die Größe 
der Intervalle die Ableseunsicherheit, sondern auch 


Ien 
"ch 
ur 
| 
Ist 
In 
ıte 
An 
ch 
en 
te 
en 
en 
er 
H, + - - 
1, 
t. 
n 
n _ 
— — + 0,0025 +t 0,25 
H, f 
- 


452 Buchbesprechungen 


Ztschr. 
Math. und Mech. 


‚angew. 


die Zahl der Zwischenteilstriche: so wird man 
zwischen den Teilstriehen 1.9 und 20 des Rechen- 
schiebers besser ablesen können als zwischen 2.0 
und 2.1. trotzdem die Teilstücke fast «leiehlange 
sind. Dieser Umstand äußert sich derart. daß an 
die Stelle der stetieen Kurve, die die Ablese 
unsicherheit darstelit. ein treppenförmizer Linien- 
zug tritt. der allemal dort einen Sprung aufweist. 
wo sich die Art der Unterteilunz ändert. 

Auf diese Weise sind noch einire andere Skalen- 
arten durehrerechnet worden. und zwar für folgende 
Funktionen: .r, sin tan .r und «deren Logarithmen. 
Der Ganz der Rechnung ist an Hand des ge- 
rebenen Beispieles so einfach daß er hier nicht 
wiederzereben werden soll. Die Ergebnisse sind 
in der Abbildung graphisch dargestellt. Die pr9- 
zentualen Ableseunsicherheiten sind als aus- 
rezorene Linien aufzetraren. die zestrichelten 
veben die relativen wieder. Auf die ersten be- 
z\eht sich die Bezifferung der senkrechten Achsen. 
während bei den letzten der Maßstab vleichgültiz 
ist. Für «die gleichmäßige Skala (r) ist selbstver- 
ständlich konstant. während hyperbolisch 
abnehmen muß. Die einfache !orarithmische Skala 
log (r) hat die angenehme Eigenschaft. daß u» kon- 
stant ist. während v, gradlinie zunimmt. (Diese erade 
linie erscheint in der Darstellunz verzerrt als 
Kurve, weil sie über einer ungzleiechmäßizen Skala als 
Abszissenachse aufgetragen ist. weil », also nicht 
in Abhängeiekeit von sondern von aufgetragen 
ist). Der Logarithmus hat ferner zanz alleemein 
die Eirentümlichkeit. die Unendliehkeitsäste der 
linken Hälften der “„-Kurven von nieht lorarith- 
mischen Funktionen zum Verschwinden zu bringen 
vel. die 3 rechts stehenden Abh. r. sin 2, te r 
mit (den 3 links stehenden. deren Loearithmen). Die 
Darstellune der Null ist im logarithmischen Maßstap 
natürlich nieht mörlich. Daß die Kurve log sin r 
auf der reehten Seite ins U'nendliche zeht (ebenso 
wie sin .r) leuchtet ein: ‚Jeder. der mit dem 
Reehenschieber rechnet. weiß. daß zwischen 809 
und 90° eine Ablesunz kaum noch mörlieh ist. 

Derartize Überleeunzen können von Nutzen 
sein. wenn es sich darum handelt. eine graphische 
Tafel (ein Nomogramm) zu entwerfen. von der 
eine bestimmte Genauizrkeit verlanzt wird. oder 
wenn man sieh von der Zulässiekeit der An- 
wendung einer vorhandenen Tafel überzenzen will. 
um vielleicht einen Zulässiekeitsbereieh  abzu- 
erenzen. Ebenso kann man durch graphische 
Auftragune der relativen und der prozentualen 
Unsicherheit einen Anhalt darüber gewinnen, wo 
man zweckmäßize mit dem Maßstab (ler Tafel oder 
der Skala wechselt. 


Aachen. O0. Wilskı 3% 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angerzeieten Bieher sind dureh die VDI Bnehhandlung Berlin NW 7, Ingenienrhans, zu beziehen.) 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. ö. Prof. an 


ler Technischen Hochschule Dresden. Inter- 
polation und zenäherte Quadratur. 
Kine Ereänzung ı Lehrbüchern der Diffe 
rential und  Inteeralreehnune. Verlae DB. 6, 
leubner. Leipzig und Berlin 1932. V + 146 
nit 10 Fig Tex l’reis 9.60 M. 

Dieses Biichlein lient nicht wie anıere 


das von 
liele oder das von Steffensen) in erster Linie den 

ı des Rechners, der die Interpolation 
fsmittel bei irgendwelchen Aufgaben ver- 


werdet Sein Ziel ist vielmehr. einige sehr hübsche 


EN. 
terpolation \7. 


\nwendune mitunter wert- 


volle Eirenschaften der Interpolation durch Poly 
nome abzuleiten und ins rechte Licht zu setzen. 
(Obwohl viel von dem Vorgebrachten schon aus (ler 
klassischen Literatur stammt, findet man es weder 
in (den obenerwähnten Spezialwerken noch in den 
üblichen Lehrbüchern der höheren Analysis. Es ist 
sicher. dab von Veröffentlichung neue An- 
für die Behandlung der Interpolation 
der mechanischen Quadratur in Vorlesungen 
lehrbüchern ausgehen werden. 


(lieser 


PHILIPP FRANK, Prof. a, d. Deutschen Uni- 
versität in Prag Das Kausalgesetz und 


sein® Grenzen. Bd. 6 der Sehriften zur 
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wissenschaftliehen Weltauffassung, herausgeg. v. 
Ph. Frank und M. Schlick. Verlag Jul. Springer. 
Wien 1032. XV + 308 S. mit 4 Abb. Preis 18.60 M, 

Der Wunsch. abstrakte Gedankeneängze in konse 
quenter Weise bis zu Ende zu durehlaufen, ist heute 
weniger verbreitet denn je. Daher wird man das 
Franksche Buch als wenie zeitgemäß bezeichnen 
müssen (allerdines ist mitzuteilen. dab eine fran- 
zösische Übersetzune in Vorbereitung ist). Frank 
verfolgt den Kausalitätsbegriff, dessen wissenschaft 
liehe Fassune im engsten Zusammenhang mit den 
Grundlaeen der klassischen Mechanik steht. bis in 
seine letzten Quellen zurück. so weit, daß sieh sein 
Inhalt fast aufzulösen scheint. Aber wie man die 
Existenz eines Flusses nicht leugnen kann. weil er 
bloß aus dem Wasser aller seiner Quellilüsse und 
/uflüsse besteht. so tritt hier aus der äußersten Zer- 
vliedderunge das komplexe Bild von dem. was die 
Kausalitätsvorstellune für die zedankliche Frfas 
sun? der Welt leistet. mit voller Entschiedenheit zu- 
tare, Werden Wunsch hat. durch eigenes Nachdenken 
zur inneren Klarheit über die Grundfragen der 
heutieen Quantenphysik und ihren Zusammenhang 
mit allen übrieen Wissenschaftseebieten zu ge- 
laneen und wer dabei auch die Entschlossenheit be- 
sitzt. vor keinem Bruch mit zewohnten. liebzewor- 
denen Vorurteilen zurückzuschreeken. der wird in 
dem Frankschen Buch einen auszezeichneten Führer 
finden. Sein voller Wert aber wird sich nach An- 
sicht des Referenten erst in der Zukunft erschließen. 
wenn die heute so stürmische Entwieklune der 
Physik an einem Ruhepunkt angelangt sein wird. 
wo das Interesse für eine theoretische Pefestieung 
der Grundlagen wieder stärker ist. 


Prof. Dr. MAX PLANCK, Wege zur physi- 
kaliscehen Erkenntnis Reden und  Vor- 
träge, Leipzie 1933. S. Hirzel Verlag. IX +280 S. 
Preis 8 M. 

Aus der früheren Sammlung „Physikalische Rund- 
blicke“ hat der berühmte Verfasser die vier wieh 
tiesten Abschnitte, vor allem den Nobel-Vortrag 
von 1920, herübereenommen und dureh Hinzu 
fürune von sieben neueren Arbeiten ein Buch von 
sehöner Abrundune und Geschlossenheit zeschaffen. 
Foleende sind die Themen der neuen Stücke: Kaıu- 
saleesetz und Willensfreiheit. Vom Relativen zum 
Absoluten. Physikalische Gesetzlichkeit. Das Welt- 
bild der neuen Physik. Positivismus und reale 
Außenwelt, Die Kausalität in der Natur, Ursprung 
und Auswirkung wissenschaftlicher Ideen. ‚Jeder 
dieser Vorträre ist ein Musterstück klarer. form 
vollendeter Rede. die in gerader Bahn mit einer ge- 
wissen unerschütterliehen Ruhe auf ihr Ziel zustrebt 
und den Hörer. auch wenn er aus manniefachen 
Gründen zu widerstreben sucht. in ihren Bann zieht. 
A\lle Probleme scheinen sieh von der aneenommenen 
Grundeinstellune aus, die den Positivismus aus- 
drücklieh ablehnt, ohne ihm im wesentlichen sehr 
fern zu stehen. fast mühelos und ohne Zwane zu 
lösen. Aber. auch wenn man unter der elatten 
Oberfläche Untiefen und Klippen zu sehen meint 
wird man dem Autor den Dank nieht versagen. auf 
den er reiehlieh Anspruch hat: den Dank dafür. 
dab er uns in so freiejebizer Weise an den Früchten 
seines reiehen Forsceherlebens Anteil nehmen läßt. 

Mises, 411 


Dr. phil. Dr.-Ing. AUG. FÖPPL $, Prof.a. d. Techn. 
Hochschule München. Geh. Hofrat. Vorlesun- 
een über Technische Mechanik. Vierter 
Band. Dynamik. 8 Aufl. Bearb. v. Dr.-Ing. 
BUSEMANN-Dresden, 0. Prof. Dr. Ludw. FÖPPL 
München und a. o. Prof. Dr.-Ine. ©. FÖPPL-Braun 
schweig. VIII + 448 S. m. 114 Fig. im Text. Leip- 
zie und Berlin 1933, Verlag von B. G. Teubner. 
Preis geb. 14 M. 


Buchbespreehungen +5: 


Man braucht die Vorzüge des Föpplschen Werkes. 
dessen 4. Band hier in 8. Auflage vorliegt. nieht 
erst aufzuzählen. Neben den beiden Söhnen des ur- 
sprüngliehen Verfassers ist jetzt als Herausgeber 
auch A. Busemann genannt, der eine ge- 
schickte Auswahl hydrodynamischer Sätze unter 
Andeutunz moderner  Vroblemstellungeen beige 
steuert hat. Man kann nur feststellen. daß durch 
die Neubearbeitune das Buch vor dem  Veralten 
völlie hewahrt eeblieben ist, 


Dr. PASCUAL JORDAN, Prof. a. d. Univ. 
Rostock. Statistische Mechanik auf 
quantentheoretischer Grundlage. Bi. 
s7 d. Sammle. „Die Wissenschaft”, hrse, v.W, West 
phal. X + 110 8. Braunschweie 1053. Frieidr, 
Viewer & Sohn Akt.-Ges,. Preis geh. 6.80 M. zeb. 
8.20 M. 


Diese Einführunz in «lie physikalische Statistik ist 
dadurch gekennzeichnet. daß. abgesehen von einem 
kurzen Einleituneskapitel. alle statistischen Ablei 
tungen unmittelbar auf der Annahme quantenhafter 
Zustände aufeebaut sind. Die Darstellung auf 
die beeriffliehen Grundlagen der Theorie und die 
mathematischen Beweise nicht tiefer ein, als in 
l,ehrbüchern der Quantentheorie üblieh ist. gibt aber 
ein für den Physiker ausreichend vollständiges Bild 
des eerenwärtieen Standes «der statistischen Theo 
rien in der Phvsik. 


Dr. RICHARD v. MISES, Prof, a. d. Univ. Berlin. 
Fluselehre. Vorträre über Theorie und Bereeh 
nung der Flugzeuge in elementarer Darstellung. 4.. 


erw. Aufl. VI + 400 S. m. 226 Textabb. Berlin 
1933. Verlag von Julius Springer. Preis geh. 14.50 M. 
eeb. 15.50 M. (Selbstanzeige.) 


Die 4. Auflage unterscheidet sieh von der vorher 
eehenden nur dureh eine Reihe von Ereänzungeen. 
die sowohl bei den theoretischen wie bei den prak 
tischen Angaben des Buches einzefürt wurden. 
Ks ist dabei auf die Literatur der letzten Jahre und 
auf die technischen Neuerungen in dem Maße Rück - 
sicht eenommen worden. wie es dem unverändert 
eebliebenen Rahmen des Buches entspricht. Trotz der 
angestrebten Beschränkung auf das Notwenidieste ist 
dabei der Umfang des Textes und der Abbildungen 
abermals um etwa ein Viertel zestieren. 

Mises. 409 


Dr.-Ine. FRITZ G. ALTMANN, Schraub- 
etriebe. ihre mörliche und ihre 


Ausbildune. 30 S. m. 
15 Abb. Berlin 10932. VDI-Verlar. Preis kart, 5.30M. 


Die Arbeit bringt zunächst zanz alleemein erund- 
legende Betrachtungen über die Verzahnung von 
„Schraubgeetrieben“ (Einzelverzahnunge und VPaarver- 
zahnunge) und eine Ordnunze der „Globoide“. Da das 
Schraubgetriebe mit  Globoid-Schraube (Schraube 
ohne Wälzmörliehkeit) gerenüber dem Getriebe mit 
/ylindersehraube und  globoilischem  Mutterrad 

das normale Schneckengetriebe) heute eine ge- 
ringere praktische Bedeutung hat. ist den weiteren 
Untersuchungen das letztere Getriebe weren seiner 
einfachen Herstellunesmögliehkeit zugrunde zelegt 
worden, Es werden daher Untersuehuneen über die 
Schraubenflächen der Zylindersehrauben angestellt. 
vor allem hinsichtlich deren Erzeurungesmöglich- 
keiten, und dann auch ihre Bezeichnungsweise ge- 
klärt. Die bequem erzeugbaren Regelschrauben 
flächen werden einzehender behandelt, um die für 


. den Betrieb zweekmäßigsten Schraubenflächen her 


auszufinden. Von den  schiefen Reeelschrauben- 
flächen werden sowohl die geschlossene als auch die 
offene als Schraubenzahnflanke angenommen und 
besonders auf geünstiee Schmierunesverhältnisse «(ler 
Flanken (Zustandekommen der Flüssirkeitsreibung) 
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Buchbespreehungen 


7,tschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


\ltmann kommt «dabei zu (lem Er- 
beiden praktisch wiehtieen 
nämlich das in Dentschland fast ans 


hin untersucht. 
eehnis dab die 


(etriebe. 


heute 


<chließlie] verwendete Getriebe ılessen hraube 
im Stirnsehnitt archimeiische Spiralen zeizt. und 
las in Eneland hergestelße Getriebe (dessen 


Schraube im Stirnsehnitt normale Evolventen zeirt, 
eleieh eünstiee Aussichten auf Druckerzeurunge 
in der zwischen (len Zahntlanken lieeenden Schmier 
sehieht bietet. In diesem Zusammenhane sei be 
sonders auf das Zylinder 


mechanisch fotorratische 
hineewiesen., 

In einem weit \bsehnitt wird die Herstellung 
ler Evolventen-Schrauben und die Ausbildlune des 
Fräsers für das Mutterrad erörtert. wobei zezeiet 
wird. dab es erundsätzlieh mörlieh ist. die Mutter 
ähne auch mit einem kegzrliren oder zvlindrischen 
\Werkzeue mathematisch eenau zu sehleifen. 


sechnittverfahren 


eren 


In der vorlieerenden Arbeit werden die Unten 
suchungen vorwierend zeiehnerisch lureheeführt. 
jedoeh ist in einem besonderen Anhane noch die 


Möglichkeit gegeben, an Hand einer analytischen 


Darstellune (ler Sehrauben und  Kineriffstlächen 
rein rechneriseh vorzuzehen., 
Die \rbeit  sehließt mit einem  ausführliehen 


zuheben. dab X. sieh der Mühe unterzoren 
vorhandene Schrifttum 


hervor 
(las 
einmal eründlich zusammen 
auf diesem aufbanend. die eestellten 
\ufeaben zu Daher brinet (die Arbeit 
Fülle von .rkenntnissen, «lie der Industrie 
dieser Getriebe manche Anreruneen weben können: 
andererseits wird derjenize, der dieses Gebiet zu be- 
laraus wertvolle neue Gedanken zur 


1 


ustellen und, 
lösen. 


eine 


netten 


ırbeiten hat. 


\Welterarbeit 


] 
schöpfen Können. 


KLineriffsee 
Bereecehnunes- 
nıdrischen Schnek 

eeradltlankieem Schneeken- 
Berlin 1033. Kommission VDI-Bueh- 
andlune. 62 S, m. 5? Abb. im Text. Preis kart. 


M. 


Dr.-Ine. WERNER VOGEL. 
und analvtise 

erundlagen des zvli 
kentriebes mit 


he 


\ehsensehnitt, 


behin li lt die Kineriffseesetze ledieli h 


(] 
les zylindrischen Schneekentriebes mit gerader. (die 
Schneckenachse schneidender Erzeueender. d. h. 


as Schraubee Stirnsehnitt eine 


riebe, bei dem der 


den eeradtlankieen Schnecken 


besaot 


wehsensi tt zuerunde, „Der Verfasser hat es sieh 
ur Aufenbe eemaecht. zunächst einmal mörlichste 
Klarheit (den ılvtischen Beziehuneen zu schaffen.“ 


Man kanı lem Verfasser (lies (dureh 


seine klare und anschauliche Darstellung gelungen 
Ist, kr benut IuUr alle Schneekentriebe (lie ılimen 
sionsfreien vom „Teil 


/xlinderhalbmesser 1° 
werden eewordenen For 


die bisher bekannt 


weitert. An Hand der neu aufgestellten Formeln 
werden außerdem verschiedene nene zeiehnerische 
Verfahren entwickelt. und die Mörlichkeit veschaf 
fen, «die zeiehnerischen Ergebnisse bis in alle Einzel] 
heiten nachzureehnen. Dies hesonders für die 


Kingriffstläche und das Eingriffsfeld. 
Kın weiterer \bsehnitt hi sieh mit ler Be 
stimmung von Größe, Riehtung und Verteilung 


für deren Ermittlune zibt 
infae} isches 
eenauen 


fiir «lie 


ler Verfasser ein sehr einfaches rechnerise! 


Denn (die 


eiehnerisches Verfahren an 
\aße ler (leit reschw lio | wichtior 


Beurteilung «der Schmierunesfähiekeit. Diese neuen 
| ersuchunesmethoiden ibeı (die (leiteeschwindie 
keit zelten auch für solehe zylindrischen Schraub 
retriebe bei denen die Erzeueende beliebie 
krümmt ist 


Erwähnt sei noch das Verfahren zur Ermittlune 
der Untersehnitteefahr, das Zahndiekeneesetz ein- 
sehließlieh der vereinfachten zeiehnerischen Ermitt 
lune der Zahndieken. 

Die Arbeit liefert neben manchem Bekannten in 
nenartieer Darstellune viel Neues. so daß sowohl der 
Theoretiker als auch der Praktiker manche Anre 
euneen erhalten wird. Die Abbilduneen im Text 
sin! klar und verständlich und erhöhen den Wert 
des Buches. 


KARLE BUCKINGHAM. Prof. für Normung und 
Meßtechnik am Massachusetts Institute of Tech 
nologey,. Stirnräder mit geraden Zähnen. 
Zahnformen. Betriebsverhältnisse und Herstellung. 
Deutsche Bearbeitunge von Dipl.-Ing. George Olah. 
Berlin 1932. Verlag Julius Sprineer,. VII + 456 S. 
mit 215 Abb. im Text und 37 Tabellen. Preis 
ech, 3250 M. 


Die deutsche Bearbeitunz (des zuerst in Amerika 
erschienenen Werkes ist nieht allein eine Über 


setzung schlechthin. sondern es wurden den «deut 
sehen Verhältnissen entsprechend verschiedene Ab- 
schnitte hinzurefürt. Außerdem wurden sämtliche 
Zahlenbeispiele. Tabellen und Formeln in das 
metrische Maßsystem umgerechnet. 

Das Werk eliedert sieh in drei eroße Abschnitte: 
Die Zahnformen IS. 1-—207\. 
Kraftübertragung dureh Zahnräder IS. 
320). 

Bearbeitune und 

bis 452). 

Im Abschnitt A werden zunächst ganz allzemein 
Verzahnungserundlagen, Zykloidenverzahnunzen be 
sonders aber die Evolventen und ihre Eigenschaften 
besprochen, weiterhin der Überdeekungsgrad. «das 
Willzen und Gleiten und (die Untersehneidune bei der 
Kvolventenverzahnune. In einem Unterabschnitt 
„Evolvententrizonometrie" wird ein neuer Beeriff 
eingeführt: inv a —te a a, Hierfür werden für 
die Werte von 0° 60° Zahlenwerte errechnet. mit 
deren Hilfe A\ufeaben. die hei (der K“volventenver 
zahnune auftreten. oelöst werden können. 
Die Behandlung des  untersehnittfreien Satz 
verzahnungessvstems, überhaupt die Behandlung der 
eanzen Verzahnungssysteme einschließlich der aus 
führliehen Rechenverfahren ist sehr breit. Mit Rück 
sieht auf den deutschen Leser und unter Zuerunde 
leeune der deutschen Normblätter in ihrer Kürze 
und Klarheit hätte hier vielleicht noch mancher Ah 
strich erfoleen können. 

Der Ahsehnitt B befaßt sich mit «(len Betriebs 
verhältnissen bei Rädergetrieben. mit der Bestim 
mune der Zahndrücke und mit der Bruch- und Ab- 
nutzunesfestiekeit der Zähne. Bei den PBetriebs- 
verhältnissen sei besonders auf die Ausführungen 
iiber die Geräuschbildung. «die Schmierung und (die 
Wärmeentwiekluine hinzewiesen. Die Ausführunven 
iiber Bruch- und Abnmutzunesfestiekeit (der Zähne 
sind besonders wertvoll. weil darin (die amerikanı 
Berechnungen über die Bruchfestiekeit (der 
Zähne bis in die neueste Zeit berücksichtirt worden 
sind. Zu erwähnen sind noch die amerikanischen 
Untersuchungen über  dvnamische  Zusatzbean 


US his 


Messune der Zähne 371 


schen 


spruchungen und ein neues Berechnungsverfahren 
auf Grund dieser Versuche. 


Mit Bezur auf den Abschnitt C kann «das vor 
handene Material zur Bearbeitung und Messung der 
Zähne besonders dureh (die zahlreichen noch hinzu 
vefürten guten Abbildlüngzen als lückenlos ange- 
sprochen werden. 

Das (deutsche Schrifttum erhält dureh dieses Buch 
eine Bereieherune und wird auch als Nachschlare 
werk mit Vorteil zu verwenden sein. 


Dresilen. K. X. Flocke. 412 
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Buchbesprechungen 155 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Die Elemente von Euklid. Nach Heibergs Text 


aus dem Griechischen übersetzt und herausgegeben 


von Ulemens THAER. 1. Teil (Buch (Ost- 
walds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr, 
235). 88 m, 103 Preis kart. 3.60 M. 11. Teil 
Buch IV-—VI) (Ostwalds Klassiker Nr, 236). 758. 
m. 77 Fig. Preis kart. 3.20 M. Leipzig 1933. Aka- 
demische Verlag@sgesellschaft m.b.H. 


Dr. HEINRICH BLASIUS, Studienrat a. d, Techn. 
Staatslehranstalten zu Hamburg Mechanik. 
Physikalische Grundlagen vom technischen Stand 
punkt. Zweiter Teil: Elastizitätund Festig- 
keit. VIEL + 143 8. m. 124 Abb. im Text. Ham- 
bure 10933, Verlag von Boysen & Maasch. Preis geh. 
1.50 M., geb. 5.70 M, 


LEON LICHTENSTEIN, o. ö. Prof. d. Math. a. d. 
Univ. Leipzig, Gleichgewichtsfiguren ro- 
tierender Flüssiekeiten. \Vil + 1748. m. 
| Abb, Berlin 1933. Verlag von Julius Springer, 
Preis 15.60 M. 


Dr.-Ine. PAUL NEMENYI, Priv.-Doz. a. ı. Techn, 
Hochschule Berlin. Wasserbauliche >Strö- 
muneslehre VII + 275 S. m. 324 Fig. im 
Text. Leipzig 1933. Joh. Ambr. Barth. Preis geh. 
M.. geb. 20.80 M. 


(4. TEMPLE, Ph. D.. D. Se.. Prof. of Mathematies 
in the University of London. King's College, anıl 
W. 6, BICKLEY, D.>Se.. Assistent Prof, of Mathe- 
maties in the University of London, Rayleigh’s 
Principle and its Applieations to Engineering. 
The Theory and Practice of the Energy Method for 
the Approximate Determination of Uritieal Loads 
and Speeds. IX + 156 S. m. 22 Fig. im Text. Ox- 
ford University Press. London: Humphrey Milforil. 
1433. Preis 14 sh. 


GERHARD KOWALEWSKI, 0. ö. Prof. der reinen 
Mathematik a. Techn. Hochschule Dresilen, 
Inteerationsmethoden der Lieschen 
Theorie (Bd. 15 d. Samml. „Mathematik und ihre 
Anwendungen in Monographien und Lehrbüchern“ 
herause. v. E. Artin und G. Kowalewski.) VIU 
221 S. Leipzig 1933. Akadem. Verlagsgesellschaft 


m.b.H. Preis geb. 18 M. 


Dr.-Ine. KURT BEYER, ord. Prof. a. d. Teehn. 
Hochschule Dresden. Die Statik im Eisen 
betonbau. Ein Lehr- und Handbuch der Bau- 
statik. Verfaßt im Auftrage «des Deutschen Beton- 
Vereins. 2. vollst. neubearbeitete Aufl. Erster 
Band. VII + 380 S. m. 572 Abb. im Text. zahl 
reichen Tabellen und Reehenvorschriften. Berlin 
1033. Verlag von Julius Springer. Preis geb.3250M. 


Dr.-Ing. WILHELM STAEDEL, Dauerfestig- 
keitvonSchrauben. ihre Beeinflussung dureh 
Form. Herstellune und Werkstoff. Heft 4 der „Mit 
teilungen der Materialprüfungsanstalt an der Tech- 
nischen Hochschule Darmstadt“. Berlin 1933. VDI- 
Verlax 6, m.b.H. VI + 102 S. m. 106 \bb, u, 14 
Zahlentaf. Preis geh. M. VDI-Mitel. 7.20 M. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik 
herauszeeeben von der Preuß. Akademie der Wissen 


schaften.  Schriftleiter Georg FEIGL. Band 55 ır. 


Jahrgeanz 1929. Sonderheft Geschiehte, Philo- 
sophie,. Pädagogik, Mengenlehre. 77 Preis geh, 
% M. Sonderheft II Arithmetik und Alzebra, 65 S. 
P’reis geh. 7.S0 M. Berlin und Leipzig 1933. Walter 
de Gruyter & Co. 


Tekn. Dr, JOHN-ERIK EKSTROM, Doz. a. ı. 
Kel. Techn. Hochsch. Rotebro (Schweden), Studien 
über dünne Schalen von rotationssyimme 
trischer Form und Belastung mit konstanter oder 
veränderlicher Wandstärke. Nr, 121 der Sammlung: 
Inzeniörsvetenskapsakademiens Handlingar. Stock 
holm 1933. Svenska Bokhandelseentralen \.-B. 205 8. 
m. 39 Abb. 


Luftfahrtforschung. Berichte der Deutschen Ver 
suehsanstalt für Luftfahrt, Bln.-Adlershof, der Aero- 
dynamischen Versuchsanstalt zu Göttingen, des \ero 
dynamischen Institutes der Techn.  Hochehule 
Aachen usw. Bd. X, Nr. 2. 31 8 m. 22 Abb. 
München 1933. Verlag R. Oldenbourg. JYreis geh. 


Dr. RUDOLF ROTHE, 0. Prof. a. d. Techn, 


Hochschule Berlin. Höhere Mathematik 
für Mathematiker, Physiker 
Inzenieure. Teil 1V: Übungsaufgaben mit 


Formelsammlung. Unter Mitwirkung von 
Stud.-Rat Oskar DEGOSANG, Ass. a. Techn, 
Hochschule Berlin. 2. Heft: Funktionen von zwei 
und mehr  Veränderlicehen.  Differentialeeometri 
ebener Kurven. Komplexe Zahlen.  Veränderliche 
und Funktionen. 104 S. m, 46 Abb. im Text. Leipzig 
und Berlin 1033. Verla@e B. G. Teubner,  Vreis 
kart. 2 M. 


Leipziger Vorträge 1933. Maxnetiısmus. Her 
ausgee, von Prof. Dr. P. DEBYE. Direktor des Phy 
sikalischen Instituts der Universität Leipzie, VI 
110 S. m. 47 Fig. Leipzig 1935, Verlag von S. Hirzel. 
P’reis 6 M. 


Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz 
gebiete. Herauszereben von «der Schriftleitung (es 
„Zentralblatt für Mathematik". Zweiter Band. Ber 
lin 1933. Verlag von ‚Julius Springer, 

3. Heft: KOLMOGOROFF, rundbeeriffe 
der V 

62? S. Preis 7.50 M. 

Il. Hett: KHINTCHINE, \symptotische 
esetze der Wahrscheinlichkeits 
rechnung. V + Preis 9.60 M. 

Heft: C. MACDUFFEE, The Theorv of 
Matrices V 1108. Preis 13 M. 


Dr. S. IGUCHI, Prof. a. d. Hokkailo Kaiserl. Univ. 
zu Sapporo, Japan. Eine Lösung für die Be 
rechnung der bieersamen rechteekieen 
Platten. 56 8. m. 13 Textabb. u. 3 Taf. Berlin 
1935. Verlag von Julius Springer. Preis kart, 5 M. 


Dr. WALTER-ULRICH BEHRENS, Mathema- 
tische Methoden für Versuchsanstel 
ler auf den Gebieten «der Naturwissenschaften, 
Landwirtschaft und Medizin. 136 5. m. 14 graph. 
Darstellungen. Stuttzart-S. 1933. Verlag von Kugen 
IImer, Preis kart. SM. 


Prof. Dr. HUGO DINGLER, Direktor (des wissen 
schaftstheoret. Inst. d. Techn. Hochseh. Darmstadt. 
Die Grundlaren der Geometrie, ihre Be 
deutung für Philosophie. Mathematik. Physik uns 
Teehnik. VII + 76 Stutteart 1933. Ferdinand 
Verlaw. Preis 4.80 M. 


Dr. phil. EBERHARD ZSCHIMMER, planm. a. 0. 
Prof. d. Silikathüttenkunde a. d. Techn, Hochsehule 
Friderieiana zu Karlsruhe, Philosopnie der 
Teehnik. Einführung in die technische Ideenwelt. 
3. völlie umgearb. Aufl. 87 S. m. ein, Porträttäfel. 
Stutteart 1933. Ferdinand Enke Verlag. Preis zeb, 
290 M. 
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NACHRICHTEN 


Zum 70. Geburtstag Richard Molliers. 


Den siebziesten Geburtstae beeine am 30. No 
vember der Geh. Hofrat. Prof. ji. R. Dr. Dr. E. h. 
Rieharıl Mollier in Dresden. Molliers Verdienste 
um «lie  Entwieklunge der technischen Thermo 


Ivnamıik., die in so hohem Mabe «dazu beigetragen 
\nsehen «der Deutschen Wissenschaft zu 
vermehren und die seinen Namen in die ganze Welt 
eetraren haben. bekannt. «dab es sich er- 
einzelnen zu würdigen. Von 
Mollier als genialer Forscher und 
länzender Lehrer an der Technischen Hochschule in 
Dresiten gewirkt, In Würdieunge seiner Verdienste 
hat ılın die Technische 
um Khrendoktor promoviert: der Verein Deutscher 
Ineenieure verlieh ihm als höchste Auszeichnung «lie 
(rashof-Denkmiünze. Der 
lureh «lie 


haben. dlas 


sind so 


hier im 


übriet. si 
bis 1933 hat 


(eburtsta@ (lieses eroßen 
Kraft 
lie Güte seines Herzens stets ein wahrer Führer der 
Jurend war, ist ein Festtage (der Deutschen Wissen 


(elehrten. der seines (eistes 


schaft. Tref 414 
Hans Reissner 60 Jahre alt. 
\m 18. Januar 1934 bereht der 0. Professor an 


der Teehnisehen Hochsehule Charlottenburg, Dr. Dr. 
. h. Hans Re seinen sechziesten Geburts 
tar. Reissner hat an der Entwieklunge der Tech 
nisehen Mechanik in den letzten dreibie Jahren 
hervorrazrenden Anteil gehabt. Er promovierte 1900 
in Charlottenbure, habilitierte sich ebenila 1904. 
wurde 1006 an «die T.H. Aachen berufen und wirkt 
seit 1912 an der T.H, Charlottenburg, Auf fast 
(Gebieten «der Technischen Mechanik verdankt 
bahnbrechende Arbeiten. Es sei nur 


ISssner 


allen 


man Reissner 


ZUSCHRIFTEN AN 


„Die Berechnung der Gleichgewichts- 

lage von gemessenen Schwingungen auf 
Grund der Fehlertheorie.‘“‘ Z/u der \er- 
öffentliehune von Max Schuler (diese Zeitschrift. 
12. 1932. 8. 152 bis 156. erlaube ich mir zu be 
merken: 
Würdieune «ler verschiedenen in der 
Literatur aneeeebenen Formeln für «die Bestim 
mung der Gleiehgewichtslage findet sich in den 
beillen ersten Abschnitten meiner Veröffentlichung 
„Zur Analyse schwach gedämpfter Schwingungen“. 
sberiehte «ler Akademie Wien. Bd. 129. 
\bt. Ila. 1014. 8. 767-799 Die von Herrn 
Schuler zitierte Stelle in den „Mitteilungen für 
das Markscheidewesen” 1917 ist ein nieht von mir 
verfaßter Berieht über «lie erwähnte Arbeit. 

\ueh «lie Autoren. «ie früher mit «(der be 
hanmdelten Frage befaßt haben. hatten physikalı 
sche Frawren \Wärungeen) vor Augen. So vor allem 
b. Weinstein, der «das System der Normal- 


Sitzung 


sieh 


eleiehuneen tür «die Korrektionen erster Nähe 
runeswerte von  Gleichgewichtslage. \nfanges 
amplitude und Dämpfungsfaktor angegeben hat. 


Handbuch 


der physikalischen Mabbestimmungen. 


>» Bil. Berlin ISS8. S, 418.) Den von J. Ph. Herr 
und W, Marek für die Bestimmung «er Gleich 
eewiehtslaee einer Sehwineune aus Umkehr 


Formeln lag 
der gleiche Gedanke zugrunde, wie den Formeln 
von M. Schuler nämlieh der der Bildung von 
Gruppen aufeinamderfolgender Umkehrpunktsbeob 
achtungen. «lie jede zur Berechnung einer Gleich 
eewiehtslawe (dienen. Das arithmetiseche Mittel 


der aus den einzelnen Gruppen gerechneten Gleich 


punktsbwobacht auteestellten 


Hochschule in Braunschweig 


an seine grundlegenden Arbeiten zur Theorie der 
Fachwerkschwinzungen. der Schalenbiegung. der 
Statik und Dynamik der Flugzeuge, des Erddrucks 
umd anderer Gebiete erinnert, Die Bedeutung der 
Flugwissenschaften als einer der ersten erkenneni. 
zründete Reissner an der T.H.in Aachen das aero- 
ıIvnamische Laboratorium. Eine große Zahl von 
A\nrerungen, die die Entwieklungz der Flugtechnik in 
Deutschland wesentlich gefördert haben. geht anf 
ihn zurück. In Würdieung dieser Vertdienste hat 
die Technische Hochschule in Aachen ihn im Jahre 
1929 zum Ehrendoktor promoviert. — Die Fach- 
eenossen und zahlreichen Schüler, (die Reissner als 
vornehmen Menschen ebenso schätzen wie als 
Wissenschaftler, werden seiner an seinem Geburts- 
tare in Hochachtung und aufriehtiger Zuneigung ze- 
denken. Trefftz. 414 


Persönliches, 


Prof. Dr. Riehard v. Mises, bisher Direktor 
des Instituts für angewandte Mathematik an der 
Universität Berlin. hat eine Berufunz als ordent- 
icher Professor der reinen umd angewandten 
Mathematik und Direktor des zu berründenden 
mathematischen Instituts an die Universität 
Istanbul angenommen. 

Frau Priv.-Dozent Dr. Hilda Pollaezek- 
Geirinzer. bisher Oberassistentin am Institut 
für anzewandte Mathematik der Universität Berlin 
ist zu wissenschaftlichen Forschungsarbeiten an 
die Universite libre in Brüssel berufen worden. 

Prof. Dr. W. Prarzer. früher in Göttineen. 
hat einen Ruf als ordentlicher Professor der 
Mechanik an die Universität Istanbul anzenommen. 


DEN HERAUSGEBER 


eewichtslagen gilt als emleültires Ergebnis. Die 
W. Marek zugeschriebene Formel ereibt sich 
aus der Schulerschen Gl. (8) für vr — 4, die 
J. Ph. Herrsche für v» —-5. (Über das Verhältnis 
des bBerekristallkilogerammes. welches bei Ein- 
führung des metrischen Maßes und Gewiehtes «las 
Urgewicht in Österreich bilden soll. zum Kilo- 
eramm der Kaiserlichen Archive zu Paris. Wien 
Bei der Methode der Gruppenbildung 
gegen eine Grumdforderung der Ausgleichsreeh- 
nung verstoßen. «die Methode «ler kleinsten Qua- 
(rate ausschließlich auf direkt beobachtete Größen 

das sind einzig und allein die Umkehrpunkts- 
lesungen anzuwenden. Ob die Abweichungen 
der Umkehrspunktlesungen von  widerspruchs- 
freien Werten. «lie die Gesetze der geilämpften 
harmonischen Bewerung strenge erfüllen. von Be- 
obachtungstehlern oder von Störungen. (die gleich- 
falls Zufallseharakter besitzen. hervorgerufen wer- 
den. ist bedentungslos. Es handelt sich darım. 
die Parameter einer Bewerung (der vorzerebenen 
analytischen Form zu finden, die sich «den beob- 
achteten Umkehrsbeobachtungen am engsten an- 
pabt. 

In meiner früher erwähnten Veröffentlichung 
habe ich in Absehnitt Il die für den Fall 
schwacher Dämpfung aus den Umkehrpunktsbeob- 
achtunzen dureh Ausgleich sich ergebenden For- 
meln für die Gleichzrewichtslage angegeben. 
Übereinstimmend mit der Auffassung von Herrn 
Schuler ist hierbei die „schwache Dämpfung“ 
dadurch gekennzeichnet, daß Glieder. die in bezug 
auf «die Differenz zwisehen Eins und dem 
Dämpfungsfaktor von höherer als der ersten Ord- 
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nung sind, vernachlässigt werden können, so daß 
an Stelle der geometrischen Reihe der aufein- 
amderfolgeenden Amplituden eine  arithmetische 
Reihe tritt. Die bei ungerader Zahl beobachteter 
aufeinanderfolgender Umkehrpunkte sich 
benden Formeln stehen mit der bekannten auch 
von Herrr Sehuler erwähnten Regel von 
F. Kohlrauseh 


1 
IM(a) +-M (a,)} 


in vollem Einklang. Für eine gerade Anzahl be- 
obaehteter  aufeinanderfolgender Umkehrpunkte 
erhielt ich die Gleichung: 
(1 = 


v — 4) 


in der jede Umkehrpnunktslesung mit einem «desto 
vrößeren Faktor multipliziert ist, je näher der be- 
trellemde Punkt «ler Gleichgewiehtslagre liegt. 
Dieser Faktor «darf aber ja nieht mit dem Gewieht 
der Beobachtung verwechselt werden. «das für alle 
IUmkehrpunkte «las gleiche ist. Für » — 4 gibt (diese 
Gleichung «die Marek sche Formel. die 
was auber für «den nieht überbestimmten Fall 
vr 5) ausschließlich für » I eilt überein- 
stimmemd sowohl aus der Methode der Gruppen 
bildung als auch aus der von M. Thiesen aufge 
stellten Beilinzeung kleinsten systematischen Feh- 
lers (Abweichung zwischen geometrischer und 
arithmetischer Reihe bei stärkerer Dämpfung) 
hervorgeht. (Trav. et mem, Bureau int. des poids 
et mesures,. Paris 1886.) die Methode («ler 
Gruppenbildung — deren Ergebnis für v» -5 (Herr- 
sche Formel) von dem Kohlrauschschen Er- 
eebnis nur weniz abweicht umd auch nur ein um 
wenie kleineres Gewieht besitzt eine schnelle 
und sofort einen Überbliek über Fehler oder Vor- 
handensein von Störuneseinflüssen  Tliefernde 
kechenweise (darstellt, dureh die man sehon wäh 
«des Versuches auf allenfalls aufgetretene 
erobe Fehler oder Störunzen aufmerksam wird 
sej ohne weiteres zugegeben. 

Die Frage. ob gerade oder ungerade Beobach- 
tuneszahlen vorzuziehen siml. beantwortet sieh 
derart. daß es vom Standpunkt des Ausgleiches 
zufälliger Fehler nieht zweckmäßig erscheint. von 
einer ungeraden Beobachtungszahl zur nächst 
höheren zeraden überzugehen, dab hinzeeeen «lie 
verade Beobachtungszahl von Standpunkt «les 
Niedrighaltens der systematischen Fehler bei 
vleiehzeitirem Ausgleich «der zufälligen Fehler und 
Störungeseinflüsse, also bei nieht sehr sehwacher 


Dämpfung. vorzuziehen ist. (Vergleiche meine 
früher zitierte Veröffentlichung.) 
Wien. A, Basch. 31a 


Erwiderung. |)ie \usführungen von A.Basch 
im Sitzungsbericht der Akademie zuWien. Bd. 123 sind 
sehr wertvoll. Sie behandeln aber einen andern Fall 
als meine Rechnungen in dieser Zeitschrift Bid. 12. 
S. 152. Basch setzt voraus, dab Schwineungs- 
amplitiden streng nach einer arithmetischen oder 
eeometrischen Reihe abfallen und die Fehler der 
beobachteten Umkehrpunkte gegen (diese Reihe 
dureh Ablesungen der Umkehrpunkte entstehen, 
während die Konstanten des 
Systems selbst wie Gleichgewichtslage,. Schwin 
euneszahl. mittlere Amplitude und Dämpfung 
fehlerfrei sinil. 

Ich dagegen habe angenommen. «dab «lie Beoh 


achtungen «ler Umkehrpunkte in erster Näherung 


fehlerfrei sind und «die Abweichungen zwischen 
Beobachtungen und theoretisch idealer Schwin- 


eungskurve durch kleine Störungen entstehen. 
die auf das schwingende Svstem einwirken. Solehe 
Störungen können z. B. erzeugt werden von Luft 
bewerungen, Schwankungen «er Temperatur oder 
der Dämpfungskräfte und mitschwingende andere 
Systeme. Ferner setze ich nieht nur den „Um- 
kehrpunkt“, sondern (den ganzen „Schwingungs 
bogen“ als beobachtet voraus. D. h.. die Sechwin 
eunesboren muß man so weit verfolgen. bis «die 
(ewißheit entsteht, dab kein weiterer Umkehr 
punkt zwischen den abgelesenen Umkehrpunkten 
lieet. Dies ist bei Messungen wohl immer der Fall. 
wenn man «ann auch den Umkehrpunkten ein 
so eroßes Beobachtungeszewieht beilegt. dab man 
sie der Auswertung «des einzelnen Schwingeungs 
borens und seiner Gleichzewichtslage allein zu 
erunde legt. 

Jede Gleichzewiehtslage «des einzelnen Schwin 
eungesbogens ist eine indirekte Beobachtung. Es 
fragt sich nun. ob wir Rereln «der Aus 
eleichungsreehnung auch auf solehe imlirekten 
Beobachtungen anwenden «dürfen. Dies ist meiner 
Ansicht nach der Fall. wenn «die Beobachtungen 
unabhängzigz voneinander sind. Nehmen wir 
an. dab die Fehler der Gleichzewichtslage «dureh 
kleine Stöße erzeugt werden. die nach dem Gaub 
schen Fehlergesetz verteilt sind, so ist jeder Sehwin 
eunesbogen fehlerunabhängiz von «dem amdern. 
denn ein Stob kann immer nur einen einzigen 
Schwinzunesboren stören: denm «die folgenden 
Schwineungen verlaufen wieder gesetzmäbige, Selbst 
in dem Sonderfall. dab «der Störungsstoß genau im 
Umkehrpunkt das schwinzende System trifft, kann 
er nicht beide Sehwingzungsbögen stören, denn (dann 
erzeugt er überhaupt keinen Fehler in der errech 
neten Gleichgewichtslage. somlern er stört nur 
die Schwingungszeit. «lie aber hier nieht ermittelt 
werden soll. ‚Jeder Umkehrpunkt mit Ausnahme 
der beiden Endpunkte wird bei der Auswertung 
von zwei Schwingungesbogen verwendet. Die Ab 
lesefehler eines Umkehrpunktes gehen also in 
zwei Bogenbereehnungen gleichmäßig ein, und die 
beiten berechneten Bogen siml in dieser Bezie 
hung nicht unabhängig. Überwiegen also die Be 
obachtungsfehler, dann wird bei meinen Gruppen 
formeln der mittlere Fehler zu klein bestimmt. 
worauf ich auch in meiner Arbeit hingewiesen 
habe. In diesem Falle siml die Formeln von 
Basch vorzuziehen. Bei «den modernen Ablese 
veräten mit Spiegel und Fernrohr oder mit Mikro 
skop wird aber «der Beobachtungsfehler meist 
kleiner als der Störungsfehler «ler Schwingungen 
sein. Darum halte ich (die von mir vorge 
sehlagenen Formeln (Gl. 1. Gl. 3 und Gl. 5) für 
die riehtigen. 

Im Falle der gedämpften Schwingung (Fall b 
umd €) habe ieh den kleinsten Schwinzungsbogen. 
aus dem sieh die Gleichgewiehtslage bestimmen 
läßt. dd. i. eine Vollschwineunge mit 3 Umkehr 
punkten, der Ausgleichung zugrunde gelegt. Da 
mit auch hier «lie einzelnen Schwimerunesbogen 
völlie unabhängige voneinander wären. hätte ich 
lür die Ausgleiehung wählen müssen: Ag} 
dann: usw, leh habe aber bei der 
Auswertung auch den dazwischenlieremlen Bogen 
mit benutzt. Dies hat den Zweck. 
die systematischen Fehler, die dureh «die 
Dämpfung hereinkommen. möglichst klein zu hal 
ten. Solche systematischen Fehler entstehen 
immer, wenn die Reibung nieht genau proportio 
nal Geschwindigkeit ist, wie dies «ler mathe 
matische Ansatz verlangt. Sie zehen nach reehts 
oder links. je nachtlem man «die Auswertung mit 
einer geraden oder ungeraden Amplitude beginnt. 
Durch das Überlagern beider Gruppen (ent 
sprechend Gl. 3 und Gl. 5) werden diese systema 
tischen Fehler bei dem Endresultat am kleinsten. 
Dieser Gewinn ist größer als der Schalen. der 
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lureh «die Benutzune zweier nieht völlie unab 
häneieer Beobachtungsreilien entsteht. ohne daß die 
Diskussion über «deren Abhäneiekeit vollkommen 
lurceheeführt ist. deshalb. daß meine 
(1l. die plausibelste Gleichzrewichtslare bei einer 


e'nube 


stark gedämpften Schwingung ergibt. 
Herr Basch hat reeht. dab nach Gl. Sa nur 
Gleichzewichtslaren bestimmt werden 


können. fa jedem Schwineungsbogen 


das Dämpfungsverhältnis unabhängige bestimmt. 
Die Kinführung «des Dämpfungsverhältnisses hat 
doch «len Zweek. (len stematischen "ehler. 
ler «dureh die bei der Bestimmung der 
Gleichzewichtslare möreliehst klein zu 


s man bei 


ıbeı 


entsteht. 


alten. Dieses Dämpfungsverhältnis können wir 
olne Kenntnis der (leicheewichtslare abhäneie 


von «er \mplitude bestimme Il. Die einzelnen \les 
werden zeieen. 
weil sieh über «lie Reibuneskräfte «lie Störunes- 
stöbe lagern. Die wahrscheinliehsten Reibungsein- 
flüsse werden «dureh «lie auszerlichene Funktions 
kurve f(@) «dargestellt, Diese kann man 
durch \useleieh bestimmen und wird 
lies machen. wenn eine Konstante 
ist, Bei jedem Sehwineunesbogen wird man dann 
mit Hilfe wiahrscheinliehsten Wertes von 

len S\ stematischen "ehler, der dureh «lie Rei- 
buneskräfte auf «lie Gleiecheewichtslawre entsteht. 


suneen aber 


eetrennten 


auch 


(lieses 


am elnstiesten eliminieren umd so (die wahr- 
scheinliehste (leieheewiechtslaee (dieses einen 


Falle. 


sich 


Schwineunesboreens erhalten, In 
d. h. bei rliehenen #. lassen 
| Werte «ler Gleieheewiehtslaee bereehnen. 
\or allem n betonen. «lab (die bisher 
"ormeln nur «lie Bestimmune der 
Gleichgewiechtslage bei sehr sehwacher Dämpfung 
ihrem meine Formeln 5a und 5b 
bei beliebie grober Dämpfung angewendet 


verlen können. 


Netrennt ausae 
öchte ıch 


bekannten 


\Yıl 


auch 
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über die Berechnung von Kegelschalen 
mit linear veränderlicher Wandstärke. 
In Bd. 12. Heft 6 dieser Zeitschrift wurde von Herrn 
Lichte Methode zur näherungs- 
Weisen von Keerelschalen 
mit dem Wandstärkengesetz unter axen- 
symmetrischer Belastung anzegeben. (2% ist die 
Wandstärke. s die von «der Spitze aus gemessene 
Merilianlänge, 5 der Wandstärkenparameter. 
Theorie ist länest überholt. denn es «ibt füı 
bereits eine exakte l,ösune Dit 
Sehalenproblemes von 
MOEN welehe 


stern 


estiekeitsbereechnung 


Diese 

diesen Keee] 

ferentialel: ehuneen des 

Meißner!) die elementar ist 

die neue Theorie keine Vereinfachune brinet. 
Diese von Meißner hingzestellte Lösung. deren 

Wiedereabe hier aus Raummangzel nieht möglich 


1) E. Meißner: Über Elastizität und Festigkeit diinner 
Schalen. Vierteljiahrssehrift der naturforschenden (hes. 
Jahrg. 23 


ist, hat Geekeler?’), ganz unabhäneie aus an 
deren Gesichtspunkten und für andere Zwecke, 
nämlich zur angenäherten Berechnung axensvmme 
trischer Schalen beliebieer Merilianform abeeleitet 
umd sogar in Formeln für die praktische Bereeh 
nung gebracht. Auf die Identität der Meißnersechen 
umd Geekelerschen Lösungen wird «lemnächst in 
einer von mir erscheinenden Schrift: „Zur Bereeh- 
«der «dureh Druck belasteten Deckel und Bö 
den" ausführlich hingewiesen werden, 

\uch die Partikulär-Lösungen zen. Differential- 
oleichungen,. welehen Flächenbelastungen um eine 
Belastung «lureh axial gerichtete Randkräfte ent- 
sprechen, sind nach Meibner elementar für «(lie 
praktisch wichtiren Belastungsfälle. 

Herr 
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nieht zu 


L,iehtenstern 
Meibneı 


ven. 
kennen. 


strenge Lö- 


Göttingen. F. Schultz-Grunow. 342. 


Erwiderung. KEntzernung auf die Zuschrift 
des Herrn Dipl.-Ing. F.Schultz-Grunow führeich wört- 
lich einige Stellen aus dem Werke von Dr. F. Dirsehin- 
zer (Schalen und Rippenkuppeln. Handbuch für 
k.isenbeton, 3. Aufl. XI. Band, 1928) an, die sieh 
teilweise an Berichte von L, Föppl und J. Geekeler 
anlehnen: 

Meißner ist es geglückt. diese Differen 
tialgleichungen 4. Ordnung, die für alle Schalen 
mit \chsensymmetrie eelten,. für die Kurel, den 
Kerel,. Ringtläche und den Zylinder in zwei 
symmetrisch eebaute Differentialeleichungen 
2. Ordnung zu spalten, mit deren Hilfe das allze- 
meine Interral anzereben werden kann 
Theorien sind jedoch derartie kompliziert. daß 
sie aueh in «den einfacheren Fällen kaum ange- 
wendet werden. Aus «diesen Ursachen . . Be- 
dürfnis nach Näheruneslösungen 


Diese 


Ferner: 

„Für die Kegel-. Kugel-. Zylinder- 
schale zeleiecher Wandstärke bestehen strenge 
l,ösungen. Diese erfordern einfachsten 
Fällen eroben Aufwand an Zahlenreehnungen. 
Für beliebiee Rotationssehalen. insbesondere bei 
wechselnder Wandstärke . bis jetzt 
Lösung nieht gelungen. so . dab man in (liesen 
Fällen auf Näherungslösungen angewiesen ist." 


umd Ring- 


strenz’e 


Schließlich: 

„J. Geckeler geht bei seiner 
von den Grundgleiehungen 
Reissner, Meibner aufgestellt 

Hiermit würde such ein Nachweis: der 
‚Ilentität‘ der Meißbnerschen und Geekelerschen Lö- 
sunwen erübrieen, 


Näheruneslösung 
aus. die von Love. 
wurden 


sieh 


Prag. E. Liehtenstern. 342a. 

).Geekeler: Über die Festigkeit axensymmetrischer 
Schalen. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur 
wesens, Heft 276. 


\it dem vorliegenden Heft legt Professor Dr. v. Mises, der die 
Zeitschrift begründet und dreizehn Jahre hindurch geleitet hat, mit 
Rücksicht auf seine Übersiedlung nach Istanbul, die Schriftleitung nieder 


und scheidet als Herausgeber aus. 
Frich Trefftz, Dresden. 


An seine Stelle tritt Professor Dr. 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. von Mises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 


für den Anzeigenteil: Peter Valerius. Berlin NW 21 


Druck von A. W. Ziekfeldt, Osterwieck am Harz. 
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